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本論文の要旨
量子相の分類は凝縮系物理学における最大の課題として活発に研究されてきた。特に Landauに
よって２次相転移の現象論的な定式化がなされて以来、量子相は自発的対称性の破れを特徴づけ
る局所秩序変数と秩序化に付随した低エネルギー励起や帯磁率の発散等によって理解されてきた。
近年 Landau理論に当てはまらない量子無秩序相が注目を集めている。特にトポロジカル絶縁体、
Haldane相や分数量子ホール効果が代表例であり、それらは物質内部の励起がギャップフルである
にもかかわらず、物質表面の励起がギャップレスとなる「非自明」な物性として特徴づけられる。
このようなトポロジカル量子相を含めた相の包括的な分類方法の確立が重大な課題となっている。
本研究では強相関電子系における対称性によって保護されたトポロジカル量子相 (SPT相)に着
目し、以下の２点に取り組んだ。(i)トポロジカル絶縁体に対する電子相関効果。(ii) Haldane相に
対するエンタングルメントスペクトラムの境界条件依存性。前者では変分クラスター近似を用い
た数値解析計算を実施し、トポロジカル絶縁体やスピンホール伝導度への電子相関効果について
議論した。また強相関極限における磁気異方性とトポロジカル相の共存に着目し、相転移構造を
明らかにした。後者では密度行列繰り込み群を用いた数値解析を行い、ボンド交替のあるスピン
鎖を用いて捻れた境界条件に対するエンタングルメントスペクトラムを調べた。特に、行列積状
態を用いた SPT相の分類を行い、捻れた境界条件の意味とエンタングルメントスペクトラムとの
関連性を明らかにした。
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Chapter 1
導入
Landauによって定式化された「自発的対称性の破れ」を記述する議論は、全ての量子相を分類可
能とする理論として、長い間信じられてきた。特にこの理論では相を記述する秩序変数が存在し、
秩序を反映した相関関数の振る舞いから相を区別し、相関関数の発散は相転移を理解する手がか
りとして理解されてきた。しかし、1989年に分数量子Hall効果が発見されて以来、Landau理論で
は分類できない量子相の存在が明らかとなった。特に、分数量子 Hall効果では、全く異なる量子
相に関わらず、相関関数の性質はほとんど類似するという意味で極めて特異な性質を持つ。この
ような量子無秩序相はトポロジカル相と呼ばれる。しかしながら、未だ一部の波動関数でかける
量子相をのぞき、トポロジカル量子相を包括的に分類する理論的な枠組みは存在しない。
ところで２つのトポロジカル相が等価であるためには互いの相が連続的な変形により、自発的
対称性の破れやギャップを閉じることなく繋がらなければならない。本論文のタイトルにある「対
称性によって保護されるトポロジカル (SPT)相」とは、対称性を課したことにより、互いが連続変
形できなくなるような量子相であり、そのような性質から量子相の分類が可能となる。このよう
な例としては、Z2トポロジカル絶縁体や量子スピン系における Haldane相が存在する。前者では
電荷保存則 [U(1)対称性]と時間反転対称性が量子相を保護する上で重要であり、後者では空間反
転対称性、時間反転対称性、Dihedral group(スピン空間に対する x,y,z軸周りの pi回転に対する対
称性)の３つの対称性のうち１つの対称性がなくてはならない。
トポロジカル絶縁体の分類理論は一般に Bloch波動関数に基づく理論であり、相互作用を持つ
系では定義することができない。したがって、このような電子相関系への理論の拡張は必須とな
るが、一部の電子系を除いて、現在までそのような量子相を包括的に理解できていない。このよう
な意味からもトポロジカル絶縁体に対する電子相関効果の理解は非常に重要である。また近年、Ir
酸化物を代表として電子間相互作用とスピン軌道相互作用がともに重要な役割を果たし、強相関
電子系においてトポロジカル量子相の候補となる物質が多数報告されている。このような系に対
して電子相関効果を明らかにすることは、理論的にも実験的にも非常に重要な問題となる。また、
近年の冷却原子系を用いる研究が発展しており、電子相関効果が重要となるような Haldane量子
相や分数量子 Hall効果等の様々なトポロジカル量子現象を包括的に理解する試みとして注目を集
めている。このような系に対して、数値的なシミュレーションや、解析的な手法を基づく、実験
観測手法の構築が重要な課題となっている。
本論文は以下のように構成される。第 2章では、トポロジカル絶縁体やHaldane量子相の基礎理
論を展開する。特に、トポロジカル絶縁体では、トポロジカル不変量の幾何学的な意味や物理的
な意味について探るため簡単なバンド模型に対して、具体的にトポロジカル不変量の計算を行い、
Berry接続の振る舞いを明らかにする。また、Haldane相についてはこれまでの理論的背景に簡単
に説明し、Haldane相の行列積状態を用いた具体的な計算から、スピン相関関数やストリング秩序
変数、Berry位相などの性質を明らかにする。また、行列積状態の一般的な定式化を行い、Haldane
相の対称性による対称性の保護について、具体的な計算や最近の発展を含めて議論する。また量
子エンタングルメントについて議論を行い、その物理的な意義について議論する。
第 3章では、本研究で用いる変分クラスター近似の導出を行う。特に、自己エネルギー汎関数理
論の基礎づけとなる Luttinger-Ward汎関数に対する、摂動論的な導出と Potthoffによる非摂動論的
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な導出について経路積分を用いた導出を行う。また、変分クラスター近似の導出では、数値計算
をする上での計算手法の最適化を行い、各種物理量の計算方法やクラスター摂動論を用いた 1粒
子スペクトラムの計算方法について議論する。
第４章では、トポロジカル絶縁体に対する電子相関効果の議論を行う。特に、BHZ模型やKane-
Mele模型に対するHubbard相互作用による効果変分クラスター近似により議論する。そこでまず
始めに研究背景について議論し、取り扱う模型が持つ性質について簡単に議論する。次に、BHZ
模型に対する電子相関効果の議論を行い、1粒子スペクトラムへの電子相関効果や反強磁性秩序と
の共存性について議論する。次に Kane-Mele模型に対する質量インバランス効果を議論する上で
の、冷却原子光格子系での近年の発展について議論する。この模型はホッピングがスピンごとに
異なる質量インバランスを持つ系であり、自明に時間反転対称性を破る。その意味では、全く面白
くないのだが、現れる磁気秩序相をホッピングの違いによって制御することにより、BHZ模型と
類似の議論が可能であることが期待できる。また、一般に質量インバランスを持ったバンド模型
はMott絶縁化の仕方という意味で非自明となる。本研究ではこのような非自明な問題に対して変
分クラスター近似に取り組みスピン選択的なトポロジカル相転移や、共存相が発生することによ
り 5つの量子相が存在することをスピン Chern数と磁気秩序変数の議論から明らかにする。また、
スピン選択的なトポロジカル相転移は磁気相転移に３重臨界点を発生させる。この臨界点の性質
について平均場を用いた解析を行い、３重臨界点発生の原因について議論する。[第 4章の研究は
S. Miyakoshi and Y. Ohta, Phys. Rev. B. 87, 195133 (2013), S. Miyakoshi and Y. Ohta, J. Phys.: Conf.
Series 592, 012129 (2015). に従う。]
第５章では、ボンド交替を持つ反強磁性Heisenberg鎖において現れる (m, n)-type VBS相のトポ
ロジカルな性質に関する研究を行う。第２章で導出した SPT相の分類を基礎として、2サイト並
進対称性と反転対称性を持つ場合の SPT相の決定を行い、(m, n)-type VBS相の分類を行う。また
従来、VBS相に対して議論されてきたねじれ境界条件の一般化を行い、SPT相の分類から定義さ
れる Parity量子相のトポロジカルな意味づけを行う。またこのような背景の下でエンタングルメ
ントスペクトラムを議論を行い、トポロジカル非自明性を特徴づける２重縮退性について有限系
からの解釈を与える。また、密度行列くりこみ群を用いた数値解析を行うことにより、エンタン
グルメントスペクトラムに対する境界依存性について議論する。また level spectroscopyや central
charge,ストリング秩序変数などの議論も合わせて行い、ボンド交替とシングル・イオン異方性を
持つ整数スピン鎖の物理的性質を明らかにする。[第 5章の研究は S. Miyakoshi and Y. Ohta, Phys.
Rev. B. 94, 235155 (2016). に従う。]
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Chapter 2
研究背景
2.1. トポロジカル絶縁体
2.1.1. トポロジカル絶縁体の概要
本節ではトポロジカル絶縁体の導入として、量子相のもつ性質や実験背景について簡単にまとめよ
う。ところで、量子 Hall効果とは物質中に含まれる不純物散乱やスピン軌道相互作用に伴うバン
ド構造の特異性によってホール伝導度の量子化を引き起こす量子物性現象である。このとき、量子
Hall効果の表面ではエッジ状態と呼ばれる表面に局在した金属的な状態の存在し、これらは絶縁体
であるバルクの波動関数が持つトポロジカルな非自明性を起源として発現される。このエッジ状
態は後に導入するトポロジカル絶縁体の格子模型を用いることにより、表面におけるギャップレ
スなスペクトルの観測を容易に見ることができる。ところで、量子 Hall効果で観測されるエッジ
状態はカイラルエッジ状態と呼ばれ、物質表面を一方向に運動するものとして伝導モードとなっ
ている。このため、電子系は必ず外部磁場などによって時間反転対称性が破れていなければなら
ない。ただし、このとき時間反転とは、ある粒子の運動量 pを運動量 −pに置き換えるのと、同
時にスピンの方向も逆にする操作とする。近年、そのような物性を背景として 2005年に Kaneと
Mele [1, 2]によって時間反転対称性をもち、なおかつエッジに特異な金属状態をもつ量子相が有
効電子模型とともに理論的に提案された。この模型は「Kane-Mele模型」として知られている。こ
のとき提案された量子相は、端的に言えば、量子 Hall状態にあるスピンアップの電子とそれと時
間反転共役な関係にあるスピンダウンの電子の量子 Hall状態が同時に存在する量子相となってお
り、その結果、時間反転対称性が保持される。この系で見られるスピンアップの電子とスピンダ
ウンの電子が互いに逆向きに進むエッジ状態をヘリカルエッジ状態と呼ぶ。特に、スピンごとに
運動量の異なるエッジ状態をもつ絶縁体を量子スピン Hall絶縁体と呼び、対応する物性現象を量
子スピン Hall効果と呼ぶ。1ところで、このときトポロジカル非自明な表面状態は時間反転対称性
があれば、不純物散乱などからその性質を保護する。これは時間反転対称性による Kramers対の
安定性による結果であり、時間反転対称性を保ついかなる摂動に対して系のトポロジカル非自明
さは守られる。他方で、このような量子相を発現するためにはスピン軌道相互作用が重要である
ことが知られている。特に、スピン軌道相互作用の効果として、スピンごとに異なる波数依存性
を持ったホッピング項を与えることが可能となる。その結果、全体としては時間反転対称性を保
つが、スピンごとには時間反転対称性を破り、表面状態を保つような特異な電子状態が発現する
こととなる。しかし、Kane,Meleによる模型は蜂の巣格子構造を持った模型であり、同様の幾何構
造を持つグラフェンでは炭素によるスピン軌道相互作用が弱いため実現には至らなかった。一方
で Kane,Mele等とほぼ同時期に提案された Bernevig- -Hughes-Zheng模型は、CdTe-HgTe-CdTe量
子井戸構造に基づいて構築された [3]。この系では実際にスピンHall伝導度を計測により、理論的
に予言されたピンHall伝導度の量子化が実験的に確かめられている [4]。また現在、スピン軌道相
互作用の大きい遷移金属酸化物系において数多くのトポロジカル絶縁体の候補が報告されている。
1Z2 トポロジカル絶縁体とスピン Hall絶縁体は後で説明するが、それらを保護する対称性の観点では厳密に定義が異
なっていることに注意する。
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2.1トポロジカル絶縁体
特に、BiSbや Bi2Se3,Bi2Te3等の物質に対する角度分解光電子分光 (ALPES)実験により Z2トポロ
ジカル絶縁体を特徴づける表面状態の存在が報告されている。
Fig. 2.1.:量子Hall効果 (a)と量子スピンHall効果 (b)の概念図。(a)量子Hall効果は物質表面をい
一方向に進むカイラルなエッジ状態の存在によって特徴づけられる。(b)量子スピンHall
効果ではスピンごとに運動量が異なるヘリカルエッジ状態によって特徴づけられる。こ
のとき赤はスピン up,青はスピン downに対応するとした。
2.1.2. 量子異常ホール絶縁体
量子異常Hall効果とは、通常の量子Hall効果とは異なり、外部磁場を用いることなく、引き起こ
される量子 Hall効果である。特に、強磁性金属のドープ系や強いスピン軌道相互作用によるバン
ド反転を背景とした物質でその実現性が期待されおり、磁気的にドープされたトポロジカル絶縁
体などでその実現性が実験的に確かめられている [5]。本節では、具体的な量子異常Hall絶縁体の
模型を用いて、Hall伝導度の計算を行うことにしよう。このとき、Hamiltonianは次のような 2× 2
行列として書くことができる。
H(k) = 0(k) +R(k) · σ =
(
0(k) + Rz(k) Rx(k) − iRy(k)
Rx(k) + iRy(k) 0(k) − Rz(k)
)
(2.1)
ただし、σは Pauli行列とする。
σx =
(
0 1
1 0
)
, σy =
(
0 −i
i 0
)
, σy =
(
1 0
0 −1
)
. (2.2)
また、R(k) · σ |±, R(k)〉 = ±|R(k)| |±, R(k)〉 なる波動関数 |±, R(k)〉を定義すれば、
H(k) |±, R(k)〉 = E±(k) |±, R(k)〉 , E±(k) = 0(k) ± |R(k)| (2.3)
がわかる。すなわち、ギャップを閉じない限り基底状態は |±, R(k)〉で書くことができる。次に、得
られた波動関数を用いて Berry接続を計算しよう。
a±,µ(k) = − i 〈±,R(k)| ∂
∂kµ
|±,R(k)〉
= − i 〈±,R(k)| ∂
∂Ra
|±,R(k)〉 · ∂Ra(k)
∂kµ
= A±,a(R(k))∂Ra(k)
∂kµ
(2.4)
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したがって、k空間の Berry接続とR空間の Berry接続の対応関係がわかる。次に、Berry曲率の
計算すれば、
b±,µ =µνρ
∂
∂kν
a±,ρ(k)
=µνρ
∂A±,b(R(k))
∂Ra
∂Ra(k)
∂kν
∂Rb(k)
∂kρ
=
1
2
µνρabc
∂Ra(k)
∂kν
∂Rb(k)
∂kρ
B±,c(R(k))
= ± µνρ
4|R(k)3 |R(k) ·
( ∂Ra(k)
∂kν
× ∂Rb(k)
∂kρ
)
(2.5)
となることがわかる。2次に、Rˆ(k) = R(k)/|R((k))|なる規格化を考えれば、
b±,µ(k) = ±
µνρ
4|R(k)|3 |R(k)|Rˆ(k) ·
{ (
|R(k)| ∂Rˆ(k)
∂kν
+
∂ |R(k)|
∂kν
Rˆ(k)
)
×
(
|R(k)| ∂Rˆ(k)
∂kρ
+
∂ |R(k)|
∂kρ
Rˆ(k)
) }
= ± µνρ
4
Rˆ(k) ·
(
Rˆ(k) · Rˆ(k)
)
(2.13)
であることがわかる。これより Berry位相 γは
γ± = ±
∫
BZ
d2k
2
Rˆ(k) ·
(
Rˆ(kx) · Rˆ(ky)
)
(2.14)
2 最後の式では球面上のパラメータRをもつ２準位系の Hamiltonian
H(R) = R · σ =
(
Rz Rx − iRy
Rx + iRy −Rz
)
(2.6)
に対する Berry曲率の結果を用いた。ここでは、具体的に Berry曲率の計算をしておこう。まず初めに、パラメー
タRに対して、極座標表示R = R(sin θφ, sin θ sin φ, cos θ)を考えることにしよう。これより、Hamiltonianは次のよ
うに書ける
H(R) =
(
cos θ e−iφ sin θ
eiφ sin θ − cos θ
)
(2.7)
今、H(R) |±,R〉 = ±|R| |±,R〉 なる波動関数を |±,R〉 とすれば、これらは以下のように書くことができる。
|+,R〉 = e−iψ/2
(
e−iφ/2 cos θ/2
e+iφ/2 sin θ/2
)
, |−,R〉 = e−iψ/2
(
e−iφ/2 sin θ/2
−e+iφ/2 cos θ/2
)
(2.8)
これより、Berry接続を計算すれば、
A+(R) = −12 (∇ψ + ∇φ cos θ) = −
1
2
(∇ψ + eφ cot θ/R) (2.9)
A−(R) = −12 (∇ψ − ∇φ cos θ) = −
1
2
(∇ψ − eφ cot θ/R) (2.10)
がわかる。ただしこのとき、∇φ = eφ/R sin θ を用いた。これより、Berry曲率を計算すれば、
B± = ∓ ∇ ×A±(R) = ± R2R3 × ∓
1
2R
(2.11)
がわかる。また、Berry位相 γ を計算すれば、
γ =
∫
S
dS · B±(R) = ±2pi (2.12)
となることがわかる。
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で与えることができる。このとき、Hall伝導度 σxy と Berry位相 γが σxy = e
2
4pi2 γで関係づけられ
るから、
σxy = − e
2
2pi
∫
BZ
d2k
4pi
Rˆ(k) ·
(
Rˆ(kx) · Rˆ(ky)
)
(2.15)
がわかる。バンドギャップ以下の電子が詰まったバンドに対して和をとったことに注意する。上
式からも明らかであるように、被積分関数は Brillouin zoneから単位球面への写像に対応し、その
巻きつき数がHall伝導度の量子化を導く。また、積分は必ず整数値 νをとり、Hall伝導度は e22pi を
単位に量子化される。以下では問題を具体的に取り扱うため、
0(k) = 0, R(k) = ©­«
Rx(k)
Ry(k)
Rz(k)
ª®¬ = ©­«
sin kx
sin ky
m +
∑
µ=x,y(1 − cos kµ)
ª®¬ (2.16)
となる状況を考えることにしよう。このとき、バンド構造は Fig2.2のように与えられる。特に 0 < m
では Rˆ(k)球面の上半面を移動するのみであり、全体を覆うことはないので、Hall伝導度が 0とな
ることがわかる。一方で、−4 < m < 0である時には、球面を一度覆うことになるのでHall伝導度
は非ゼロの値 (今の場合は ν = −1)に量子化される。
Fig. 2.2.:トポロジカル非自明な２軌道模型のバンド図の例。図 (a)-(c)はそれぞれ (a)トポロジカル
非自明なバンド構造 m = −1, (b)相転移点付近のバンド構造 m = 0, (c)トポロジカル自明
なバンド構造 m = 1を示す。また (d)(e)はトポロジカル非自明なバンド構造 (m < 0)にお
ける専有バンドの Berry接続 AN− (k), AS−(k)を示す。この際、領域の色は Rz(k)/|Rz(k)|に
対応し、青は負となる領域、赤は正となる領域に対応する。
2.1.3. Z2トポロジカル絶縁体
ここでは Z2トポロジカル絶縁体の基礎となる量子スピンHall絶縁体について説明しよう。量子ス
ピンHall絶縁体は先ほど説明した量子Hall絶縁体をスピンアップの電子とスピンダウンの電子の
場合を組み合わせた量子相として定義される。ただしこの時、表面電流の向きはスピンの成分ご
とに異なるヘリカルなエッジ状態をもつことに注意する (Fig2.3参照)。これより、Hamiltonianは
次のように 4 × 4行列で書くことができる。
HQSH =
(H↑(k) 0
0 H↓(k)
)
(2.17)
Hσ(k) = R(k) · σ (2.18)
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この時、系がヘリカルなエッジ状態をもつためには、スピンごとのHamiltonianが互いに時間反転
共役となれば良い。3したがって、次のように書くことができる。
H↓(k) = H ∗↑ (−k) (2.19)
今、Pauli行列の複素共役 (σx)∗ = σx, (σy)∗ = −σy, (σz)∗ = σz に注意すれば、係数R↑(k),R↓(k)
は次の関係式を満たす。
Rx,↑(k) = Rx,↓(−k), Ry,↑(k) = −Ry,↓(−k), Rz,↑(k) = Rz,↓(−k). (2.20)
これより、Hall伝導度を求めれば、次式で書ける。
σ
↑
xy = − e
2
2pi
∫
BZ
d2k
4pi
Rˆ↑(k) ·
( Rˆ↑(k)
∂ky
· Rˆ↑(k)
∂ky
)
=
e2
2pi
∫
BZ
d2k
4pi
Rˆ↓(k) ·
( Rˆ↓(k)
∂ky
· Rˆ↓(k)
∂ky
)
= −σ↓xy (2.21)
したがって、この模型において単純に Hall伝導度を計算すれば、異なるスピン間でキャンセルし
値を持たない。他方でスピン流 js = j↑ − j↓に対するスピン Hall伝導度:
σSHxy = σ
↑
xy − σ↓xy (2.22)
のように量子化する。一般に時間反転な関係にあるスピン対に対するHall伝導度の量子化をKramers
対に対して拡張したものがZ2トポロジカル絶縁体となっている。議論の詳細についてはここでは省
くが、以下では直感的にトポロジカルな保護の性質について議論しておこう。一般に時間反転対称性
をもつとき、Kramers対は摂動に対して安定となる。このことは実際にKramers対 |ψ〉 , |ψΘ〉 = Θ |ψ〉
[Θ:時間反転対称性 (フェルミオンであれば Θ2 = −1が成り立つ)]に対して、
〈ψ |V |ψΘ〉 = − 〈ψ |V |ψΘ〉 = 0 (2.23)
となることからも明らかである。時間反転対称性をもつ系では ΘH(k)Θ−1 = H(k) となるので、
k = 0もしくは Brillouin zone(BZ)の端では必ず Kramers縮退を形成する端状態が安定に存在する
ことができる。このような BZの点を時間反転対称点と呼ぶ。特に、トポロジカル非自明な系では
端状態をもつことが知られており、これらは Fig. 2.3のような構造を持つ。今、時間反転対称性が
ある場合、Kramers対は摂動に対して安定となるため縮退が残る。このことを加味したエッジ状態
の断熱変形を考えたものが Fig. 2.3であり、(a)(b)が偶数対のエッジ状態をもつ場合、(c)(d)が奇数
対のエッジ状態を持つ場合にそれぞれ対応する。図からも明らかであるように、偶数対のエッジ
状態を持つ場合 (a)(b)には、Kramers縮退以外の縮退を解く、もしくはバンドをずらすことによっ
て、フェルミ面にかかる全ての状態を取り除くことができることがわかる。他方で、奇数対のエッ
ジ状態をもつ場合 (c)(d)には、どのような変形を解いたとしても必ず奇数対のエッジ状態が残るこ
とがわかる。以上の議論からも明らかであるように、時間反転なトポジカル絶縁体の表面状態は
摂動に対して安定であり、これらは表面状態に現れる Kramers対の偶奇性として現れることを確
認することができる。しかし、ここで注意すべきことであるがこれはあくまで一体のHamiltonian
に基づく議論であり、相互作用が強い場合にはこの議論の適用性は必ずしも自明ではない。
2.2. Haldane相
量子スピン系は強相関電子系の最も重要な模型として長らく研究されてきた。特に整数スピンを持
つ量子スピン系と半整数スピンを持つ量子スピン系の定性的な違いはHaldane予想 [6, 7]として知
3ここでの時間反転操作とは座標を変えることなく、運動量と角運動量を反転する複素共役操作とスピンを反転する操
作を意味する。
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Fig. 2.3.: Z2トポロジカル絶縁体における表面状態と断熱変形の概念図。今、Fermi面上に偶数対
の伝導バンドをもつとき、バンドのシフト (a)やKramers対によって保護されない時間反
転対称点以外での縮退を解くことにより、Fermi面上の伝導バンドを消し去ることができ
る。一方で、Fermi面上に奇数対の伝導バンドを持つとき、様々な方法を用いてもそれが
時間反転対称性を保つ限り必ず１対の伝導バンドを Fermi面上に持つ。
られ、多くの関心を集めてきた。特に、Aﬄeck,Kennedy,Lieb,Tasaki等によって厳密に解ける S = 1
の模型 [8, 9]は、整数スピン系を理解する上での重要な手がかりとなるだけでなく、ギャップフル
な量子無秩序相であるHaldane相がもつ様々な特異な性質を明らかにした。今日、この模型で展開
された行列積状態を用いた手法 [10]は、量子スピン系だけでなく、様々な量子多体系を容易に記
述する道具として、数値解析 [11, 12]や量子相の分類に用いられている。本節ではHaldane相に関
してこれまで知られている事柄について簡単にまとめ、近年注目を集める SPT相について基礎と
なる部分の導出を行う。Haldane相の詳細については [13, 14]が詳しい。また近年のHaldane相の
実験的な背景として光格子中の冷却原子を用いた研究がある。本稿では詳しくは述べないが、冷却
原子やイオントラップ、極性分子を用いた理論的な試みが現在も活発に議論されている [15–18]。
2.2.1. Haldane予想
半古典近似と Haldane予想
まず始めに、１次元反強磁性 Heisenberg鎖:
H =
∑
j
Sj · Sj+1 (2.24)
を考えることにしよう。今、この模型の基底状態を考えれば、スピンがサイトごとに交互になら
ぶ反強磁性秩序が実現することが予想される。しかし、１次元系ではMarmin-Wagnerの定理 [19]
で知られるように、量子揺らぎにより連続対称性の破れは起こらないため、基底状態の性質は非
自明である。一方で、S = 1/2の場合には Betheらによる厳密解が得られており、基底状態が持つ
性質はよく知られていた [20]。この場合にはスピノンが素励起として存在し、基底状態はギャッ
プレスとなる。しかし、Sが一般の整数や半整数の場合、厳密解は存在せず、この場合の素励起の
振る舞いは知られていなかった。Haldaneはこのような問題に対して、半古典的にスピンを取り扱
い、秩序変数の揺らぎから反強磁性スピン鎖に含まれるスピン Sに依存したトポロジカルな性質
を明らかにした [6, 7]。Haldaneによれば、反強磁性スピン鎖の半古典近似の定性的な性質はO(3)
非線形シグマ模型 (NLSM)の物理として理解することができる。この模型の導出の詳細は [13, 21]
が詳しい。反強磁性Heisenberg鎖の半古典近似 (スピン Sの大きい極限)を行ったものは、以下の
有効作用Aで与えられる。
A = v
2g
∫
dτdx
{
(∂xn)2 + 1
v2
(∂τn)2
}
+ iΘQ (2.25)
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このとき g = 2/S,ν = 2JSとし、３次元単位ベクトル n(x)はスピン演算子 Sj と以下の関係式:
Sj/S ∼ (−1)jn(x) + l(x) (2.26)
を満たすものとする [21]。また iΘQは Θ項と呼ばれ、以下で書ける。
Q =
1
4pi
∫
dτdxn · (∂n × ∂n) (2.27)
ただし、このときΘ = 2piSとなることに注意する。上式はスピン n(x, τ)が球面 S2を覆う回数をカ
ウントする積分であり、必ずQは整数値をとる (「Pontryagin index」と呼ばれる)。ところでスピ
ン Sが整数の場合は Θ = 2piとなり、トポロジカル項は無視することができる。その結果、(2.25)
は繰り込み群の解析からギャップフルな励起を持つことがわかる。一方、スピン Sが半整数であ
る場合はトポロジカル項は無視できない。この場合には、スピンの構造に作用は強く依存した有
効作用となり、スピンが整数の場合とは異なった結果を導く。実際にスピンが半整数の場合には
ギャップレスな励起を持ち、masslessな自由ボゾン理論によって記述されることが知られている。
したがって、以上の結果は整数スピン系と半整数スピン系に対する反強磁性 Heisenberg鎖に関し
て次の重要な性質を導く (Haldane予想) [6, 7]:
• 半整数スピン系の基底状態はギャップレスなスピン励起をもち、相関関数は冪関数的な減衰
を示す。
• 整数スピン系の基底状態はギャップフルなスピン励起を持ち、相関関数は指数関数的な減衰
を示す。
ところで、系がボンド交替 (第 5章を参照のこと)を持つ場合にはΘはΘ = 2piS(1 + δ)となる。す
なわち、δが −1から 1に変化すれば、Θ = 0なる点で 2S回ギャップを閉じる。
2.2.2. Aﬄeck-Kennedy-Lieb-Tasaki(AKLT)模型
AKLT模型の導入
Haldaneの議論により半古典近似に現れるトポロジカル Θ項による量子力学的な効果が半整数・
整数スピンの定性的な違いを生み出すことが明らかにされた。先に述べたように、半整数スピン
(s = 1/2)では Bethe[20]による厳密解が知られており、基底状態の性質や帯磁率、励起スペク
トル、相関関数等の多くの性質が知られてきた [22]。しかし、整数スピン鎖は s = 1/2とは異な
り、可積分ではないため、基底状態の性質は知られておらず、依然として不明瞭となっていた。
Aﬄeck,Kennedy,Lieb,Tasakiはこのような問題に対して、以下の模型の提案を行った [8, 9]。
HAKLT =
∑
j
{ (
Sj · Sj+1
)
+
1
3
(
Sj · Sj+1
) 2} (2.28)
このとき、スピンの大きさは 1とした。この模型は Aﬄeck-Kennedy-Lieb-Tasaki(AKLT)模型とし
て知られる。以下では模型の基底状態の性質について見ることにしよう。そこでHamiltonianの見
通しを良くするため、ボンド間のスピンに関する射影演算子を以下で定義する。
PJ=2j, j+1 =
1
12
(Sj + Sj+1)2
{
(Sj + Sj+1)2 − 2
}
=
2
3
+ (Sj · Sj+1) + 13 (Sj · Sj+1)
2 (2.29)
このとき、PJ=2
j, j+1はサイト j, j + 1の合成スピン J = 2への写像であることに注意する。上で定義し
た射影演算子により次式を得る。
HAKLT =
∑
j
PJ=2j, j+1 (2.30)
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次に AKLT模型の基底状態について考えることにしよう。射影演算子の性質からも明らかである
ように隣接サイト間の合成スピン J = 0, 1なる状態が取れれば、エネルギー 0の基底状態を得る。
そこで便利のため、スピン S = 1を 2つの S = 1/2によって記述されるとして考える。このとき、
スピン S = 1の系を考えることからも明らかであるようにサイト内のスピン S = 1/2は必ずスピン
の入れ替えに対して完全対称にならなければならない。一方で、隣接サイト間では J = 0, 1となる
ことから、角運動量の性質からも明らかであるようにスピンは必ず反対称表現を含むことになる。
これより基底状態は一意的に以下のような波動関数に定めることができる。
|ψAKLT〉 = 1N P
∏
j
(|↑〉 j |↓〉 j+1 − |↓〉 j |↑〉 j+1) (2.31)
ただし、Pは各サイトの状態をスピン S = 1に射影する演算子であるとし、N は規格化因子であ
るとした。ここで定義された状態を Haldane相と呼ぶ。ところで射影演算子 Pは、
P =
∏
j
P(j) =
∏
j
( ∑
s=0,±1
|Mj = s〉 j j 〈Mj = s |
)
(2.32)
として書くことができる。このとき、|Mj〉 = |S = 1,Mj〉とした。角運動量の合成則により、
|+1〉 = |↑〉 |↑〉 , |−1〉 = |↓〉 |↓〉 , |0〉 = (|↑〉 |↓〉 + |↑〉 |↓〉)/
√
2. (2.33)
であることに注意すれば、以下の関係式がわかる。
P(j)(|↑〉 j−1 |↓〉 j − |↓〉 j−1 |↑〉 j)(|↑〉 j |↓〉 j+1 − |↓〉 j |↑〉 j+1)
= |↑〉 j−1
( 1√
2
|0〉 j
)
|↓〉 j+1 + |↑〉 j−1
(
− |−1〉 j
)
|↑〉 j+1
− |↓〉 j−1
(
|1〉 j
)
|↓〉 j+1 − |↓〉 j−1
(
− 1√
2
|0〉 j
)
|↑〉 j+1 (2.34)
したがって、行列
A(j) =
(
|0〉 j −
√
2 |−1〉 j√
2 |1〉 j − |0〉 j
)
(2.35)
を用いれば、基底状態は次のように書くことができる。
|ψAKLT〉 = 1√
N
Tr
[∏
j
A(j)
]
(2.36)
ただしこのとき、周期境界条件を考えた。このように行列の積によって記述される波動関数の表
現を行列積表現と呼ぶ。また、ここで得られた波動関数は一般のスピン Sがある場合に対しても
拡張可能であり、次のようにかける。
|ψSAKLT 〉 = PS
∏
j
(|↑〉 j |↓〉 j+1 − |↓〉 j |↑〉 j+1)S (2.37)
ただし、PS は各サイトの状態をスピン Sに射影する演算子であるとする。また。AKLT模型も同
様に任意のスピン Sに対して拡張可能であり、最近接スピン間の合成スピン J が Sよりも大きい
空間への射影演算子の線形結合により定義することができて、次のようにかける。
HSAKLT =
∑
j
2S∑
J=S+1
AJPJj, j+1 (2.38)
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ただし、AJ は任意の係数とし、PJj, j+1は合成スピン Jへの射影演算子とした。実際に、式 (2.37)は
最近接スピン間にスピン・シングレットを S個含むことから、構成される合成スピンは多くとも S
となり、基底状態となることは明らか。以下の例はスピン S = 2, 3に対応するAKLT模型である。
HS=2AKLT =
∑
j
{
(Sj · Sj+1) + 29 (Sj · Sj+1)
2 +
1
63
(Sj · Sj+1)3
}
(2.39)
HS=3AKLT =
∑
j
{
(Sj · Sj+1) + 59358 (Sj · Sj+1)
2 +
19
1611
(Sj · Sj+1)3 + 13222 (Sj · Sj+1)
4
}
(2.40)
このとき、できる限り (Sj ·Sj+1)の最大の次数が小さくなるようなAKLT模型を選んだ。またAKLT
模型はフラストレーションなく基底状態を厳密に得ることができる模型であるが、その一方で励起
状態を得るのは一般に容易ではない (その意味で exactly solvableではない)。実際に、AKLT模型で
はスピンギャップ (Haldaneギャップ)を解析的に得ることは難しく、あくまで数値的に ∆ ∼ 0.70J
となることが知られている [23]。一方で、AKLT模型におけるHaldaneギャップの存在可能性は解
析的に厳密に証明することができる [8, 9, 24]。また、ここでAKLT模型を導出したように、このよ
うな議論はある種の条件が課された行列積状態に対して一般に拡張可能である。特に、次節で議論
する VBS相等の行列積状態に対して、一意の基底状態として持つような Hamiltonianを構成可能
であることがわかっている [10]。このとき構成される Hamiltonianはしばしば Paired Hamiltonian
と呼ばれる。またこのように構成されたHamiltonianはAKLT模型と同様に有限のギャップを持つ
ことが厳密に証明されている [10, 25]。
スピン相関
本節では、行列積状態を用いて、Haldane相のもつ相関関数の振る舞いについて調べることにしよ
う。そこでまず初めに、スピン相関関数について考えることにしよう。まず初めに転送行列を以
下で定義する。
G(j)αα′;ββ′ = A
(j)†
αβ A
(j)
α′β′ =
©­­­«
1 0 0 2
0 −1 0 0
0 0 −1 0
2 0 0 1
ª®®®¬ (2.41)
転送行列を用いれば、行列積状態の内積は次のように定義できる。
〈ψAKLT |ψAKLT 〉 = Tr
[∏
j
G(j)
]
= 3N
(
1 + 3
(
−1
3
) N )
(2.42)
4しばしば、相関長として転送行列の固有値を用いた次式が用いられる。
ξ = − 1
ln | | =
1
ln 3
(2.43)
このとき、 は転送行列の最大固有値と２番目に大きい固有値の比とした。また転送行列の最大固
有値が１となるように G˜(j) = G(j)/3として転送行列を再定義すれば、波動関数は系のサイズ無限大
の極限で規格化条件を満たすことに注意する。そこで以下では、計算の便利のため A(j)を A(j)/√3
により規格化しよう。次にスピン相関関数について考えよう。一般に演算子 Oˆ(j)の相関関数は行
列積状態を用いて以下で与えることができる。
〈Oˆ(j)Oˆ(k)〉 = 〈ψAKLT | Oˆ
(j)Oˆ(k) |ψAKLT 〉
〈ψAKLT |ψAKLT 〉
=Tr
[ ( j−1∏
l=1
G(l)
)
O(j)
( k−1∏
l=j+1
G(l)
)
O(k)
( N∏
l=k+1
G(l)
) ] /Tr[∏
l
G(l)
]
(2.44)
4行列 G の固有値は (−1,−1,−1, 3)となることに注意する。
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ただし、このときO(j)は以下で与えられるものとする。
O(j)αα′;ββ′ = A
(j)†
αβ Oˆ
(j)A(j)α′β′ (2.45)
今、スピン演算子 Szj ,S
x
j に対応する行列を Z, Xとすれば、それぞれ以下のように書くことができる。
Z =
1
3
©­­­«
0 0 0 −2
0 0 0 0
0 0 0 0
2 0 0 0
ª®®®¬ , X =
1
3
©­­­«
0 −1 −1 0
1 0 0 1
1 0 0 1
0 −1 −1 0
ª®®®¬ . (2.46)
以上よりスピン相関関数を計算すれば、
〈Szj Szj+l〉 = 〈Sxj Sxj+l〉 = −
4
9
(−1/3)l−1 + (−1/3)N−l−1
1 + 3(−1/3)N ∼
4
3
(
−1
3
) l (N →∞). (2.47)
がわかる。5したがって、上式からも明らかなようにスピン相関関数は指数関数減衰し、整数スピ
ン系に対するHaldane予想の結論と整合する。この際、相関長は ξ = 1/ln 3 = 0.91024となること
に注意する。
端状態
ところで、前節までは周期境界境界条件を考えたが、境界条件が異なる場合はどのような性質をも
つのであろうか？ 先ほどと同様にすると、開境界をもつ波動関数は端に対応する 1× 2行列 BL, BR
を用いて次のようにかける。
|ψAKLT〉 = BL
(N−1∏
j=2
A(j)
)
BTR (2.52)
5 計算の途中経過は以下。行列 G(j) を対角化するユニタリー行列を U とすれば、
U†G jU = diag(1,−1/3,−1/3. − 1/3) = Λ, U =
©­­­«
1/√2 1/√2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1/√2 −1/√2 0 0
ª®®®¬ (2.48)
がわかる。これより、U†ZU,U†XU を計算すれば、
Z˜ = U†ZU =
©­­­«
0 2 0 0
−2 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
ª®®®¬ , X˜ = U
†XU =
©­­­­­­«
0 0 −√2 −√2
0 0 0 0
0 0 0 0√
2 0 0 0√
2 0 0 0
ª®®®®®®¬
(2.49)
が得られる。これより相関関数を求めれば、
〈Sz
j
Sz
j+l
〉 = Tr
[
Z˜Λl−1 Z˜ΛN−l−1
]
/Tr
[
ΛN
]
〈Sxj Sxj+l〉 = Tr
[
X˜Λl−1 X˜ΛN−l−1
]
/Tr
[
ΛN
]
(2.50)
がわかる。このとき、
Tr
[
Z˜ΛZ˜Λ′
]
= − 4(λ1λ′2 + λ2λ′1)
Tr
[
X˜ΛX˜Λ′
]
= − 2
{
λ1(λ′3 + λ′4) + λ′1(λ3 + λ4)
}
(2.51)
が成り立つことに注意する。ただし、Λ = diag(λ1, λ2, · · · ), Λ′ = diag(λ′1, λ′2, · · · )とした。
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ただし、このとき Nは系のもつ格子数であるとした。上式からも明らかであるように、片方の端の
行列に対して、２つの自由度 (s = 1/2の自由スピンに対応する)をもつので、開境界条件では４つの
基底状態状態が縮退することがわかる。このような端における縮退した状態を端状態と呼ぶ。トポ
ロジカル絶縁体と同様、このような性質は広く一般のSPT相に対して観測可能である。次に、局所的
なスピンの大きさについて見てみることにしよう。そこで今、境界条件として BL = (|0〉 ,−
√
2 |−1〉),
BR = (|0〉 ,
√
2 |1〉)となる場合を考える。6このとき、局所スピンの期待値は次式で与えられる。
〈Szj 〉 =L
( j−1∏
i=2
G(i)
)
Z
( N−1∏
i=j+1
G(i)
)
RT/N
=
1
N
(
3
√
2
2
−√2
2 0 0
)
Λj−2 Z˜ΛN−j−1
(
3
√
2
2
−√2
2 0 0
)T
= − 2
9
{ (
−1
3
) N−j−1 − (−1
3
) j−2}/{1 + (−1
3
) N }
→2
9
(
−1
3
) j−2 ( j << N, N →∞). (2.54)
ただしこのとき、
L =
(
1 0 0 2
)
, R =
(
1 0 0 2
)
, (2.55)
N = L
(N−1∏
i=2
G(i)
)
RT =
9
2
{
1 +
(
−1
3
) N }
(2.56)
とした。また j = 1について同様に導出を行えば、j = 1であっても、式 (2.54)が成り立ち、〈Sz1 〉 = − 23
となることに注意する。したがって、Fig 2.4で示されるように、模式図のように境界の自由スピ
ンは端だけに局在するわけではなく、境界付近で指数関数的に局在している。実際に N →∞の極
限でスピン和とる場合を考えれば、
N∑
j=1
〈Szj 〉 → −
2
3
∞∑
j=1
(−1
3
)j−1 = −1
2
(2.57)
となり、自由スピン s = 12 の端での局在がわかる。
ストリング秩序変数
前節では行列積状態を用いて、Haldane相がもつスピン相関関数の振る舞いを調べ、Haldane予想
における整数スピン系がもつ普遍的な性質が明らかとなった。しかし、AKLT模型は同時に整数ス
ピン系における隠れた反強磁性秩序の存在を明らかにした。これは現在の意味では SPT相を特徴
付ける性質であり、SPT相の言語の元でその性質が議論できる。以下では行列積状態を用いた計
算の例として、隠れた反強磁性秩序を特徴づけるストリング秩序変数について議論することにし
よう。ストリング秩序変数は den Nijsと Rommelseによって、提案された秩序変数であり、これは
以下のように定義される [26, 27]。
Ostring = lim | j−k |→∞ 〈Szj exp
(
ipi
k−1∑
l=j
Sz
l
)
Sz
k
〉 (2.58)
6 このとき、両端の自由なスピン s = 1/2を左端で sz = −1/2、右端で sz = 1/2とした場合に対応する。このことは左
端にスピン sz = − 12 が局在した行列積状態を構成すれば確認することができる。実際に、。
P1 |↓〉1 (|↑〉1 |↓〉2 − |↓〉1 |↑〉2) =
1√
2
|0〉1 |↓〉2 + (− |−1〉1) |↑〉2 (2.53)
となるので、境界の自由スピンに対応した行列要素 BL がわかる。
13
2.2 Haldane相
Fig. 2.4.: S = 1 Haldane相の (a)スピン相関関数 〈Szi Szj 〉及び、(b)開いた境界条件における表面ス
ピンの局在。このとき系のサイズとして L = 15を用い、スピン相関関数は周期境界条
件に対して計算した。また、開境界条件をもつ基底状態として左端に s = −1/2、右端に
s = 1/2が局在するものを用いた。
この秩序変数の物理的意味は Haldane相の成分から明らかとなる。以下は Haldane相に含まれる
成分の例である。
· · · |1〉 |−1〉 |0〉 |1〉 |0〉 |−1〉 |1〉 |0〉 |0〉 |−1〉 · · · (2.59)
上を見ればわかるように、|0〉を無視すると必ず |1〉 , |−1〉が交互に並ぶことがわかる。式 2.58から
も明らかであるように exp
(
ipi
∑k−1
l=j S
z
l
)
はサイト jと kの間のスピンの大きさをカウントすること
から、Haldane相において有限値を取ることがわかる。次に具体的にストリング秩序変数を計算す
ることにしよう。スピン相関関数と同様に Szj exp
(
ipiSzj
)
, exp
(
ipiSzj
)
に対応する行列 Z ′,G′を計算
すれば、
Z ′ =
1
3
©­­­«
0 0 0 2
0 0 0 0
0 0 0 0
−2 0 0 0
ª®®®¬ , G
′ =
1
3
©­­­«
1 0 0 −2
0 −1 0 0
0 0 −1 0
−2 0 0 1
ª®®®¬ . (2.60)
これより、ストリング秩序変数は以下で書ける。
〈Szj exp
(
ipi
k−1∑
l=j
Sz
l
)
Sz
k
〉 = 4
9
1 + (−1/3)N−2
1 + 3(−1/3)N →
4
9
(N →∞). (2.61)
一般の SのHaldane相に対するストリング秩序変数は以下で与えられることが知られている [27]。
〈Szj exp
(
ipi
k−1∑
l=j
Sz
l
)
Sz
k
〉 N→∞−−−−→
( S + 1
S + 2
) 2
δS=odd (2.62)
すなわち、Sが奇数である時、ストリング秩序変数は非負な値をとり、Sが偶数である時には 0と
なる。実は SPT相の文脈では、Sが偶数であるときはトポロジカルな自明相であり、Sが奇数で
あるトポロジカル非自明相と明確に区別される。しばしば、前者を even-Haldane(EH)相、後者を
odd-Haldane(OH)相と呼ぶ。この点についてはあとで説明することにしよう。
Kennedy-Tasaki変換
前節では行列積状態を用いてストリング秩序について調べた。本節ではKennedy-Tasaki変換を用い
て隠れた反強磁性秩序とストリング秩序の関係性について議論を行うことにしよう。Kennedy-Tasaki
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変換は以下のような非局所ユニタリー変換として定義される [27, 28]。
V = V−1 =
∏
j<k
exp
{ (
ipiSzj S
x
k
) }
(2.63)
このとき変換は以下の性質を満たすことに注意する。
[exp(ipiSzj Sxk ) , exp(ipiSzl Sxm) ] = 0 ( j < k, l < m), (2.64)
さらに、スピン演算子は次のようにユニタリー変換される。
VSxj V
−1 =
∏
k> j
exp
(
ipiSzj S
x
k
)
Sxj
∏
k′> j
exp
(
ipiSzj S
x
k′
)
= Sxj exp
©­«ipi
∑
k> j
Sxk
ª®¬ (2.65)
VSyj V
−1 = exp©­«ipi
∑
k< j
Sz
k
ª®¬Syj exp©­«ipi
∑
k> j
Sxk
ª®¬ (2.66)
VSzjV
−1 = exp©­«ipi
∑
k< j
Sz
k
ª®¬Szj (2.67)
これより、Heisenberg模型H = ∑j Sj · Sj+1のユニタリー変換を行えば、次式が得られる。
H˜ =VHV−1
=
∑
j
(
Sxj exp
(
ipiSxj+1
)
Sxj+1 + S
y
j exp
(
ipi(Szj + Sxj+1)
)
Sy
j+1 + S
z
j exp
(
ipiSzj
)
Sz
j+1
)
(2.68)
したがって、S = 1であるとき、この模型は基底状態として x,z方向にスピンが強磁性的に整列し
た状態が４重に縮退していることがわかる。この４状態は元の模型では端状態に対応している。こ
のとき、ユニタリー変換は非局所的であり、開境界条件に対して定義されることに注意する。ま
た同様に、スピン相関関数とストリング秩序変数に関して以下の関係式が得られる。
〈Szj Szk〉 ↔ 〈Szj exp
(
ipi
k−1∑
l=j
Sz
l
)
Sz
k
〉 , 〈Sxj Sxk 〉 ↔ 〈Sxj exp
(
ipi
k∑
l=j+1
Sxk
)
Sz
k
〉 (2.69)
したがって、Hamiltonian H˜ におけるスピン相関関数は元のHamiltonianにおけるストリング秩序
変数として書ける。ただし、y方向のスピン相関関数は上記のようなストリング相関関数との関
係式は得られないことに注意する。すなわち、Kennedy-Tasaki変換により Heisenberg模型に隠さ
れた反強磁性秩序が変形されたHamiltonianの強磁性的な磁気秩序として陽に書けることがわかっ
た。このように、隠れた反強磁性秩序は Hamiltonianの離散対称性 (Z2 × Z2対称性)の有無に関係
し、非局所ユニタリー変換された Hamiltonian が持つ離散対称性を破る秩序であることがわかっ
た。このようなHaldane相における対称性の破れはしばしば隠れた Z2 × Z2対称性の破れとして知
られてきた。
2.2.3. Valence-Bond-Solid (VBS) state
本節では Haldane相のより大きなスピン Sをもつ場合や高次元の場合への拡張を考えることにし
よう。そこでまず初めにVBS相の記述の簡便のため、Schwinger-Boson表現を導入し、一般のVBS
について議論することにする。
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Schwinger-Boson表示
スピン演算子は Schwinger-Boson表示 [29]を用いて以下で定義される。
Szj =
1
2
(a†j aj − b†jbj), S+j = a†j bj, S−j = b†jaj . (2.70)
このとき、aj, bj は Bose演算子であり、交換関係 [aj, a†j′] = [bj, b†j′] = δj j′ を満たし、他の交換関
係は値を持たないとする。また |vac〉は Bosonの真空とし、aj |vac〉 = bj |vac〉 = 0を満たす。また
スピンの大きさを Sとし、Bose演算子は拘束条件: a†j aj + b
†
jbj = 2Sを満たす。また、Bose演算子
は以下の性質を満たすことに注意する。
[Szj , a(†)j′ ] = ∓
1
2
δj j′a
(†)
j , [Szj , b(†)j′ ] = ±
1
2
δj j′b
(†)
j , (2.71)
[S+j , aj′] = −δj j′bj, [S−j , bj′] = −δj j′aj, (2.72)
[S+j , b†j′] = δj j′a†j , [S−j , a†j′] = δj j′b†j . (2.73)
スピン演算子の交換関係も同様に確認できる。
[S+j , S−j′] = [S+j , b†j′aj′] = [S+j , b†j′]aj′ + b†j′[S+j , aj′] = δj j′2Szj (2.74)
[S±j , Szj′] =
1
2
δj j′([S±j , a†j ]aj + a†j [S±j , aj] − [S±j , b†j ]bj − b†j [S±j , bj]) = ∓δj j′S±j (2.75)
次に、Haldane相をBose演算子を用いて書くことにしよう。式 (2.37)では射影演算子 PSを用いた
が、この表記では Schwinger-Boson表現の拘束条件により自動的にスピン Sとなるため射影演算
子は陽に現れないことに注意する。サイト j, j + 1間のスピン・シングレットがBose演算子により
|↑〉 j |↓〉 j+1 − |↓〉 j |↑〉 j+1 = (a†j b†j+1 − b†ja†j+1) |vac〉 (2.76)
で書けることに注意すれば、Haldane相は以下でかけることがわかる。
|ψAKLT 〉 = 1√N
∏
j
(a†j b†j+1 − b†ja†j+1)S |vac〉 . (2.77)
またサイト j の状態に着目すれば、行列積状態 A(j)が次のようにかける。7
A(j)pq =(−1)n−p
√
nCp nCq(b†j )n+p−q(a†j )n−p+q |vac〉 j
=(−1)n−p√nCp nCq√(n + p − q)!(n − p + q)! |Sz = q − p〉 j
=(−1)n−pn!√n+p−qCp n−p+qCq |Sz = q − p〉 j . (2.78)
ただし、0 ≤ p ≤ n,0 ≤ q ≤ nとした。したがって、一般のスピン Sについても同様に行列積状態
を得ることができた。以下は S = 2の Haldane相の行列積状態の例である。
A(j) =
©­­«
|0〉 −√3 |1〉 √6 |2〉√
3 |−1〉 −2 |0〉 √3 |1〉√
6 |−2〉 −√3 |−1〉 |0〉
ª®®¬ (2.79)
7先ほどの S = 1で定義したものとは異なるが、それらはユニタリー変換により互いに繋がる。
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ただし、行列にかかるスカラー倍は無視した。また転送行列は、
G(j)p,p′;q,q′ =
©­­­­­­­­­­­­­­«
1 0 0 0 3 0 0 0 6
0 −2 0 0 0 −3 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −2 0 0 0 −3 0
3 0 0 0 4 0 0 0 3
0 −3 0 0 0 −2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 −3 0 0 0 −2 0
6 0 0 0 3 0 0 0 1
ª®®®®®®®®®®®®®®¬
(2.80)
とかける。このとき、転送行列の固有値は (10,−5,−5,−5, 1, 1, 1, 1, 1)となり、相関長は ξ = 1/ln 2 =
1.4427 · · · となる。
Valence-Bond-Solid (VBS) state
これまで Haldane相を見たように、一般に２つの格子間でスピン・シングレットを基本要素とし
て固まった量子相を Valence-Bond-Solid(VBS)相と呼ぶ。8 スピン・シングレットを基本要素とし
たVBS相の構成は広く一般の格子系 (梯子系、２次元格子等)に拡張可能である。前節では、スピ
ン Sが一般の整数かつ系が一様 (並進不変)である場合の Haldane相を得た。スピン Sが半整数で
ある場合にも同様にVBS相を得ることができる。しかし最近接でスピン・シングレットを形成す
る場合には単純な並進対称な波動関数は許れない。このとき以下のような波動関数を取る。
|ψ(m,n)〉 = 1N
N/2∏
j
(a†j b†j+1 − b†ja†j+1)m(a†j b†j+1 − b†ja†j+1)n |vac〉 (2.81)
このとき、整数m, nはm + n = 2Sを満たすものとする。このような並進対称性を持たないVBS相
を本論文では、(m, n)-type VBS相、もしくは (m, n)相と呼ぶことにする。Fig.2.5はスピン S = 3/2, 2
を持つときに定義できる (m, n)-type VBS相の例となっている。
Fig. 2.5.: 1次元VBS相の例。(a)(b)スピン S = 32, 2をもつ (m, n)-type VBS相の例。[(a) (2,1)相 (b)
(3,1)相]。(c)(d)スピン S = 32, 2を持つ強磁性 VBS相の例。
また系が外部磁場を持つときも同様に VBS相が定義できる。このとき、VBS相を磁化をもち、
スピン Sが半整数であっても一様な量子無秩序相が存在が存在する。このようなVBS相を強磁性
VBS相と呼び、以下で定義する [30]。
|ψferro〉 = 1N
N∏
j=1
(a†j )m(a†j b†j+1 − b†ja†j+1)n |vac〉 (2.82)
このとき、整数 m, nは m + n = 2Sを満たすものとする。Fig.2.5はスピン S = 3/2, 2を持つ強磁性
VBS相の例となっている。このような量子相は強磁場中の磁化プラトーの原因となる [30]。また
8 valence-bond は元々は「価電子結合」の意味で化学で用いられる言葉であるが、量子スピン系ではスピン・シング
レットを作るときに用いられる。
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このとき量子相の対称性に着目すれば自明に反転対称性を持つことがわかる。実は、この反転対
称性が量子相を安定化させる要因となっている。この点については次節で議論することにしよう。
さてこのとき、波動関数を行列積状態として書けば、次式で書くことができる。
A(j)pq =(−1)n−p
√
nCpnCq(a†j )m+n−p+q(b†j )n+p−q |vac〉
∼(−1)n−p√n+p−qCpn−p+qCqm+n−p+qCm |Sz = q − p + m/2〉 (2.83)
ただし、0 ≤ p ≤ n, 0 ≤ q ≤ nとした。このとき、規格化因子を無視した。今、S = 3/2の場合を考
えれば、
A(j) =
(
−√2 |1/2〉 −√6 |3/2〉√
2 |−1/2〉 √2 |1/2〉
)
(2.84)
となることがわかる。行列の形からも明らかであるように、転送行列が対称とならないため、応
用上便利でない。そのため、Aの行列変形 M−1AMを再定義する必要がある。S = 3/2に対して行
列 M を次のように定義する。
M =
(
31/4 0
0 1
)
(2.85)
これより、行列 Aは次のように変形される。
A˜ = M−1AM =
(
−√2 |1/2〉 −√231/4 |3/2〉√
231/4 |−1/2〉 √2 |1/2〉
)
(2.86)
したがって、転送行列は次のようにかける。
G˜αα′;ββ′ =A˜
†
αβ A˜α′β′ =
©­­­­«
2 0 0 2
√
3
0 −2 0 0
0 0 −2 0
2
√
3 0 0 2
ª®®®®¬
(2.87)
このとき、転送行列の固有値は (2 ± 2√3,−2)となるので、相関長 ξ = 1/ln 1 + √3 = 0.995 · · · がわ
かる。また計算の際には行列 A˜を
√
2 + 2
√
3で割って規格化しておくと転送行列の最大固有値が 1
となるため便利。このとき行列 A˜は以下で書ける。9
A˜ =
1√
1 +
√
3
( − |1/2〉 −31/4√3 |3/2〉
31/4 |−1/2〉 |1/2〉
)
(2.88)
ところで、ここまでは一次元系における VBS相を考えてきたが当然、VBS相の概念は 2次元
格子系に対しても適用可能である。Fig 2.6は正方格子、蜂の巣格子系への拡張した例なっている。
この際、波動関数は最近接のスピン・シングレットを用いて以下のように記述することができる。
|ψ〉 = 1√N
∏
〈i j 〉
(a†i b†j − b†i a†j ) |vac〉 . (2.89)
また、２次元系の AKLT模型も同様に以下で定義することができる。
Hsquare =
∑
〈i j 〉
PJ=4i, j =
∑
〈i j 〉
{
(Si · Sj) + 710 (Si · Sj)
2 +
7
45
(Si · Sj)3 + 190 (Si · Sj)
4
}
(2.90)
Hhoneycomb =
∑
〈i j 〉
PJ=3i, j =
∑
〈i j 〉
{
(Si · Sj) + 116243Si · Sj)
2 +
16
243
Si · Sj)3
}
(2.91)
実際にこれら 2次元AKLT模型に対しても (i)基底状態の一意性と (ii)相関関数の指数関数的な振
る舞いを持つことが知られている。
9 あとの SPT相の分類の際に用いるが、このように規格化された行列積状態を"canonical MPS"と呼ぶ [10]。
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Fig. 2.6.:２次元 VBS相の例。(a) S = 2正方格子。(b) S = 3/2蜂の巣格子。
2.2.4. Haldane相を特徴付ける様々な性質
先ほど見たように、Haldane相の性質は隠れた Z2 × Z2対称性の破れに対応する String秩序変数に
よって理解することができる。しかし、数値計算を実行する上でストリング秩序変数は相関長に
依存し、系のサイズに対して相関長が十分に大きい場合 (例えば量子臨界点付近やスピンの大きな
系)には、あまり良い指標とならない。しかし、後に見るようにHaldane相はトポロジカル非自明
相であり、スピン・シングレットによる量子状態のもつれが重要な役割を果たす。特に、スピン・
シングレットはVBS相を構成する最小要素であり、これらを数値的に検出することができるので
あれば、その結果としてVBS相の分類が可能となる。一方でスピン・シングレットを破壊する摂
動が対称性から許される場合、VBS相も同様に破壊される。この点は SPT相の観点から非常に重
要である。以下ではスピン・シングレットの結果として現れるHaldane相の様々な性質について議
論する。特にこの議論では、ボンドに対して捻れた位相を導入し、それによって定義される Berry
位相や level spectroscopyについて議論する。これら手法は、有限系の計算で用いられる手法であ
り、特に系の臨界点を決定する際に強力な計算手法となる。
level spectroscopy
level spectroscopyは場の理論の手法を用いて、相の準位交差から系の相転移点等を有限サイズス
ケーリングによって計算する手法である。この際、計算上困難となる対数補正などを準位交差する
点でうまくキャンセルすることによって、系のサイズがそこまで大きくない有限系の計算でもか
なり高精度な相の決定が可能となる [31–33]。Haldane相での議論では、位相 piの捻りをボンド間
に導入した反周期境界条件を用いる。このとき、異なるVBS相は反周期境界条件の下で異なる量
子数をもち、全エネルギーのうち最もエネルギーの低い２つの準位の交差点を調べることによっ
て、２相間の相転移が決定可能となる。そこで以下では、この点について (m, n)-type VBS相を具
体的に用いて、反周期境界条件の下での VBS状態の性質について議論しよう。そこで、サイト 1
と N で位相 Φを捻った反周期境界条件を以下で定義する。
Sz
L+1 = UΦS
z
1U
−1
Φ = S
z
1, S
±
L+1 = UΦS
±
1U
−1
Φ = exp{(±iΦ)}S±1 , (2.92)
UΦ = exp
(
iΦSz1
)
. (2.93)
このとき、反周期境界条件位相の捻りは１次元のリングに対して半奇数の磁束の導入した場合に
対応する。このとき、前節で定義した Boson演算子は次のように変換されることに注意する。
a(†)
L+1 = UΦa
(†)
1 U
−1
Φ = exp
(
∓1
2
Φ
)
a(†)1 , b
(†)
L+1 = UΦb
(†)
1 U
−1
Φ = exp
(
±1
2
Φ
)
b(†)1 . (2.94)
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したがって、VBS相は以下のようにかける。
|ψ〉 =i
(N/2−1∏
j=1
(a†2j−1b†2j − b†2j−1a†2j)m(a†2jb†2j+1 − b†2ja†2j+1)n
)
× (a†
N−1b
†
N − b†N−1a†N )m(a†Nb†1 + b†Na†1)n |vac〉 . (2.95)
反転対称操作 P : Sj → SN−j+1 を考えれば、次式が得られる。
P |ψ〉 = (−1)N (m+n)/2(−1)n |ψ〉 = (−1)n |ψ〉 . (2.96)
上の議論では Nが偶数であることを用いた。したがって、反周期境界条件ではm, nが異なるVBS
相の間で、反転パリティの異なる２つの相が取れることがわかる。これによって、異なるVBS相
間の相転移は基底状態のパリティが切り替わる点として決定できる。ところで、VBS相はHaldane
相の定性的な性質を良く記述する一方で、実際の数値計算で扱われる量子系や実験系に対して適
用する場合にはあまりにも対称性が良いため注意が必要である (今の場合、スピンは SU(2)対称性
をもつ)。特に、SPT相を考えるのであれば、ここでの VBS相の厳密な波動関数を用いた議論を
SPT相として結論づけることは当然、不十分であり、場の理論や数値計算によって理論を補強す
る必要がある。本論文の第 5章ではこの議論を SPT相の観点から一般の行列積状態の議論として
見直しを行った。その結果、VBS相で現れた Parity量子数は一般の行列積状態を用いた議論でも
普遍的であり、Parity量子数が対称性により保護されるトポロジカル量子数と密接に関係づいてい
ることを明らかにした。すなわち、この結果から示唆されるように Parity量子数はトポロジカル自
明相では偶パリティ、非自明相では奇パリティをもつ。またこの結果はギャップを閉じない限り
普遍的である。ところで、今の議論では指定されたボンドに対して位相を導入したが、サイトごと
にゲージ対称性を持つとき、位相を捻るボンドの場所はずらすことができるので、ボンドの捻る
位置には依存しない。しかしこの際、反転対称操作 P自体は gauge変換によって変化する。これ
は反転対称操作 P自体が波動関数の gaugeの選び方に依存性をもつためであり、結果として反転
Parity自体は gauge普遍量でないことに注意しなければならない。また、この議論はスピン反転 (x
軸周りの pi回転)がある場合にも同様にパリティ量子数を定義することができる。この時、今の波
動関数は z軸周りの連続対称性を持つため、スピン反転操作と合わせてDihedral group(x, y, z軸周
りの pi回転対称性)を反映する。また時間反転操作についても同様に議論可能であることに注意す
る。この結果は特に有限系の数値計算を行う上で強力な手法であり、これまで１次元量子スピン
系の相転移を決定する際に用いられている [31–42]
Berry位相
次に Berry位相 [43, 44]について議論しよう。ここでも、ボンドの位相の捻りを用いる。このとき
Berry位相は以下で定義される。
iγ =
∫ 2pi
0
dΦ A(Φ) (2.97)
ただし、このとき Φは任意のボンド ( j, j + 1)に導入する位相の捻りに対応するパラメータとし、
Berry接続 A(Φ)は基底状態 |GS(Φ)〉 を用いて、〈GS(Φ)| ∂Φ |GS(Φ)〉とかけるものとする。このと
き、Berry位相は任意のGauge変換 | ˜GS(Φ)〉 = eiΩ(Φ) | ˜GS(Φ)〉に対して、A˜(Φ) = A(φ) + i∂ΦΩ(Φ)な
ることから、2piの定数倍の不定性がわかる。次に時間反転対称性Θを考えよう。今、基底状態を
以下のような線形結合として書く。
|GS(Φ)〉 =
∑
m
cm(Φ) |m〉 (2.98)
次に時間反転演算子を作用すれば、
Θ |GS(Φ)〉 =
∑
m
c∗m(Φ) |mΘ〉 , |mΘ〉 = Θ |m〉 , (2.99)
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と書ける。ただし、|m〉 はパラメータ Φ によらないものとし、互いに正規直交であるとする。
|GS(Φ)〉,Θ |GS(Φ)〉に対する Berry接続を計算すれば、
A(Φ) =
∑
m
c∗m(Φ)∂Φcm(Φ),
AΘ(Φ) =
∑
m
cm∂Φc∗m(Φ), (2.100)
がわかる。1 =
∑
m c∗mcmであることに注意すれば、A(Φ) = −AΘ(Φ)がわかる。また、基底状態が
縮退を持たないと仮定すれば、Θ |GS(Φ)〉 = eiΩ(Φ) |GS(Φ)〉が成り立つ。以上より、Berry位相は以
下の関係式を満たす。
iγ =
∫ 2pi
0
dΦ A(Φ) = −
∫ 2pi
0
dΦ AΘ(Φ) = −iγ mod 2pi. (2.101)
これより、iγ = 0, pi mod 2piがわかる。したがって、時間反転対称性により Berry位相は 0,piの２
値に量子化される。次に、具体的に VBS相を基底状態として、Berry位相を計算しよう。ボンド
(N ,1)に対して位相 Φを捻る場合を考えれば、スピン S = 1をもつ Haldane相は以下で書ける。
|Φ〉 = (eiΦ/2a†Nb†1 − e−iΦ/2b†Na†1)
N−1∏
j=1
(a†j b†j+1 − b†ja†j+1) |vac〉 (2.102)
今、状態 |k〉
|k〉 = (a†Nb†1 − b†Na†1)1−k(a†Nb†1 + b†Na†1)k
N−1∏
j=1
(a†j b†j+1 − b†ja†j+1) |vac〉 , (2.103)
で定義すれば、任意のパラメータ Φをもつ状態とその微分は以下で書くことができる。
|Φ〉 = cos Φ
2
|0〉 + i sin Φ
2
|1〉
∂Φ |Φ〉 = −12 sin
Φ
2
|0〉 + i1
2
cos
Φ
2
|1〉 (2.104)
これより、
〈Φ|Φ〉 = 1, 〈Φ| ∂Φ |GS(Φ)〉 = 0 (2.105)
がわかる。これより、Berry位相を計算すれば、γ = pi がわかる。このとき、|GS(Φ)〉 = eiΦ/2 |Φ〉
より、
〈GS(Φ)|GS(Φ)〉 = 〈Φ|Φ〉 , 〈GS(Φ)| ∂Φ |Φ〉 = i12 〈Φ|Φ〉 + 〈Φ| ∂Φ |Φ〉 (2.106)
となるので、Berry位相に対する以下の関係式：
iγ =
∫ 2pi
0
dΦ 〈GS(Φ)| ∂Φ |GS(Φ)〉 /〈GS(Φ)|GS(Φ)〉
=ipi +
∫ 2pi
0
dΦ 〈Φ| ∂Φ |Φ〉 /〈Φ|Φ〉 . (2.107)
を用いたことに注意する。一般の SのHaldane相の場合にも同様の計算を行うことができて、γ =
piS (mod2pi)が成り立つ。以上をまとめれば、スピン Sをもつ Haldane相に対して、Sが奇数であ
る場合は Berry位相は γ = piとなり、Sが偶数である場合は γ = 0となる。またこれら位相は時間
反転対称性が保たれる限り、不変な量となる。すなわち、この量は基底状態が縮退するか、対称
性が破れるかによってその不変性が失われる。
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2.2.5. Symmetry-Protected-Topological(SPT)相
これまでも見てきたが、Haldane相は単純に局所秩序変数による分類ができない量子無秩序相であり、
この量子相は隠れた反強磁性秩序によって有限のギャップや相関関数の指数関数的な振る舞いが与
えられることがわかった。ところで近年、Haldane相における Symmetry-Protected-Topological(SPT)
相 (対称性によって保護されたトポロジカル量子相)としての側面が隠れた反強磁性秩序を理解す
る上での重要な手がかりであることがわかってきた。本節では、まずHaldane相に対する対称性に
よる保護について議論することにしよう。ところで現在までに Haldane相は次の３つの対称性の
うち、いずれか 1つの対称性が存在すれば保護される量子相であることが知られている [45]。 
時間反転対称性 T · · · Sj → −Sj , c → c∗ (c ∈ C)
ボンド中心の反転対称性 P· · · Sj → SL−j+1 (Lは系のサイズ)
Dihedral group D2 = (Z2 × Z2)· · · x,y,z軸回りのスピンの pi回転。 
本節では行列積状態を用いた SPT相の分類を行い、またそれに伴う一般のストリング秩序変数の
導出とエンタングルメントスペクトラムの性質について議論する。行列積状態や SPT相の分類の
詳細については [10, 46]が詳しい。
Fig. 2.7.: Haldane相の保護する３つ対称性の模式図 [45]。
対称性による行列積状態の分類
以下では行列積状態を用いた波動関数の分類を行う [45]。今、系が一様であると仮定すれば、基
底状態は以下の行列積状態として書ける [10]。
|ψ〉 =
d∑
i1,i2, · · · ,iL=1
Tr
[
ΛΓi1ΛΓi2 · · ·ΛΓiL
]
|i1, i2, · · · , iL〉 (2.108)
このとき、Λは χ × χの正の行列であるとし、Γは χ × χ行列であるとする。また、dは各サイト
のHilbert空間の次元とし、inはサイト nの状態のラベルとする。また便利のため行列積状態とし
て Tr
[
Λ2
]
= 1および ∑
m
ΓmΛ
2Γ†m =
∑
m
Γ†mΛ
2Γm = Iχ (2.109)
を満たすものとする (canonical MPS[10])。また基底状態として純粋状態であることを仮定する。こ
れにより転送行列の最大固有値は 1となり、対応する固有ベクトルは Iχで書ける。以下では上で
定義した行列積状態を下に具体的に時間反転対称性、ボンド中心の空間反転対称性およびDihedral
groupに対する SPT相の分類を見ておく。10
10 第 5章では模型に即して２サイト並進対称性のある場合について議論する。しかし、ボンド中心の空間反転対称性
に関して議論する限り、トポロジカル非自明相は現れる。
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1. 時間反転対称性 T
系が時間反転対称性 T を持つならば、以下の関係式を満たす。
TΓm =
∑
m′
umm′Γ∗m′ = e
iθT (UT)†ΓmUT (2.110)
このとき、UT は [Λ,UT] = 0を満たすユニタリー表現であるとする。次に時間反転操作を２
回 Γに作用すれば、Γmは元に戻るので
Γm =T 2Γm = T eiθT (UT)†ΓmUT = (UT)T (UT)†ΓmUT(UT)∗ (2.111)
がわかる。したがって、 ∑
m
ΓmΛUT(UT)∗Λ(Γm)† = UT(UT)∗ (2.112)
が分かる。純粋状態の仮定より転送行列の最大固有値 1は縮退を持たないから、UT(UT)∗ =
eiφT Iχ がわかる。したがって、UT = eiφT (UT)T = ei2φTUT より、φT = 0, pi mod 2piが分か
る。すなわち、時間反転対称性により系は２つの相に分類されることが分かる。また φ = pi
であるとき、UT は反対称行列である。したがって、detUT = det(UT)T = (−1)ddetUT より必
ず次元 2nを持つ。またΛとの交換性よりΛの固有値は２重縮退する。11また、Haldane相は
φT = piに分類される。一方、large-D祖は φT = 0に分類される。
2. 空間反転対称性 P
次に空間反転対称性 Pをもつ場合について考える。このとき、以下の関係式を満たす。
PΓm = ΓTm = e
iθP (UP)†ΓmUP (2.114)
次に上の関係式を２回使えば、
Γm = eiθP (UP)TΓT (UP)∗ = ei2θP (UP)T (UP)†ΓmUP(UP)∗ (2.115)
これより関係式: ∑
m
ΓmΛUP(UP)∗Λ(Γm)† = ei2θPUP(UP)∗ (2.116)
が得られる。純粋状態の仮定より、UP(UP)∗ = eiφP Iχ となるため、φP = 0, pi mod 2piが分
かる。また転送行列の性質より θP = 0, pi mod 2piも同時に得られることが分かる。したがっ
て、反転対称性を持つ系では (θP, φP) = (0, 0), (0, pi), (pi, 0), (pi, pi) の４つの相に分類されるこ
とが分かる。12しかし、θP 自体は Λの２重縮退性には寄与しないためあまり重要ではない。
このとき、Haldane相は (θP, φP) = (0, pi)に属し、large-D相は (θP, φP) = (0, 0)に属する。
3. Dihedral group D2
最後に Dihedral group D2による SPT相の分類を考えることにしよう。このとき、以下の関
係式が成り立つ。
RxΓm =
∑
m′
uxmm′Γm′ = e
iθx (Ux)†ΓmUx (2.117)
RyΓm =
∑
m′
uymm′Γm′ = e
iθy (Uy)†ΓmUy (2.118)
11このことは以下のようにして確認できる。今、Λの固有値 λに対応する固有ベクトルを |λ〉とする。交換関係 [Λ,UT ] = 0
より
UTΛ |λ〉 = λUT |λ〉 = ΛUT |λ〉 (2.113)
となるので、UT |λ〉 は Λの固有値 λを持つ固有ベクトルとなる。今、UT は反対称行列であるため、〈λ |UT |λ〉 = 0
となり直交性が分かる。すなわち Λは２重縮退する。
12 このとき並進対称性により相が４種類に分類されることに注意する。
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時間反転対称性や空間反転対称性と同様に議論すれば、以下の式が分かる。∑
m
ΓmΛ(Ux)2Λ(Γm)† = ei2θx (Ux)2. (2.119)
しかし、このとき得られる (Ux)2 = eiφx Iχ, (Uy)2 = eiφy Iχは SPT相の分類を導くことはない。
実はDihedral groupでは 1つの回転操作のみではあまり重要ではないが２つの回転操作があ
ることで非自明な SPT相の分類を可能とする。今、回転操作 Rx および Ryを作用させれば、
以下の関係式が得られる。
RxRyΓm = ei(θx+θy )(Uy)†(Ux)†ΓmUxUy (2.120)
RyRxΓm = ei(θx+θy )(Ux)†(Uy)†ΓmUyUx (2.121)
次に、RxRyΓ = RyRxΓであることに注意すれば、
Γm = UyUx(Uy)†(Ux)†ΓmUxUy(Ux)†(Uy)† (2.122)
となることがわかる。したがって、UxUy(Ux)†(Uy)† = eiφxy Iχが得られる。
UxUy = eiφxyUyUx (2.123)
今、上式の左右にUx を作用すれば、
UyUx = eiφxyUxUy (2.124)
がわかる。これより φxy = 0, pi mod 2piとなり、SPT相を分類する。またこのとき、Haldane
相は φxy = piに属し、large-D相は φxy = 0に属すことに注意する。
したがって、Haldane 相では３つの対称性 (時間反転対称性 T、空間反転対称性 P、Dihedral
group {Rx, Ry, Rz})のうちいずれか一つの対称性が存在すれば、well-definedとなる Z2 トポロジカ
ル普遍量が存在できることがわかった。ところで先の仮定では　純粋状態であることのほかに有
限個のボンド次元 χからなる行列積状態を仮定した。この仮定は、連続相転移点や準位交差の結
果として生じる 1次相転移点を排除する。したがって、そのような相転移が起こる時にはトポロ
ジカル普遍量はwell-definedではなくなるため、トポロジカル相が対称性の破れによって失われる
か、別のトポロジカル相に移るトポロジカル相転移が許されることになる。また以上の議論では並
進対称性を持つ一様な行列積状態を仮定したが、これは必ずしもその必要ではない。実際に、非一
様な系でも同様に SPTの分類を行うこと可能であり、時間反転対称性、空間反転対称性、Dihedral
groupのHaldane相を分類するのに当たって対称性の果たす量子相の分類は大きく変わらないこと
を確認することができる [45]。ただし、この時には行列積状態 |ψ〉として以下のような非一様な場
合を考えることになる [10, 45, 47]。
|ψ〉 =
d∑
i1 · · ·iN=1
Tr[Λ[1]Γ[1]i1 · · ·Λ[L]Γ
[L]
iL
] |i1 · · · iL〉 (2.125)
この時、Λ[j]はサイト jにおける次元 χj × χj の正の行列であるとし、Γ[j]i j はサイト jにおける次
元 χj × χj+1をもつ行列であるとする。また、一様な場合と同様に Tr[(Λ[j])2] = 1を満たすものと
し、以下の関係式を仮定する [10]。
E[j](Iχj ) = Ij+1, E¯[j](Iχj−1) = Ij . (2.126)
このとき、Iχj は次元 χj × χj の単位行列であるとし、E(X), E¯(Y )は"completely positive map"とし
て、以下で定義する。
E[j](X) =
∑
i
Γ
j
iΛ
[j+1]XΛ[j+1](Γ[j]i )†, E¯[j](Y ) =
∑
i
(Γ[j]i )†YΛ[j]Γ[j]i . (2.127)
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また純粋状態を仮定し、E(X), E¯(Y )はそれぞれ縮退のない最大特異値 1を持つものと仮定する。第
5章では完全な非一様系を取り扱うわけではないが、格子の対称性を反映し２サイトの並進対称
性をもつ場合を考える。この場合にも空間反転対称性は依然としてトポロジカル相をwell-defined
にすることを確かめることができる。
また近年、1次元スピン系の SPT相に対して完全な分類がなされた [48–52]。特にこの分類方法で
は一次元 SPT相における行列積状態による表現がうまくいくことを利用しており、得られる対称操
作Gの射影表現を用いることにより、cohomology groupが形成可能であることを利用する。特に、
同じ cohomology groupに属する２つの異なる波動関数の表現は局所的なユニタリー変換によって
連続的に移り変わることを示すことができる [48, 49]。したがって、１次元量子系の分類は１次元
系のギャップレスな低エネルギーの物理を記述する共形場理論 [53, 54]と先ほどの cohomologyに
よる議論を組み合わせることで完全に分類されたと言える。以下の表は Chen等によって得られた
対称性と分類される量子相の状態数を示す [49]。ところで 1次元系は対称性を持たない場合、全
Symmetry of Hamiltonian Number of Different Phases
None 1
SO(3) 2
D2 = (Z2 × Z2) 2
T 2
SO(3)+T 4
D2+T 16
Trans.+U(1) ∞
Trans.+SO(3) 2
Trans.+D2 8
Trans.+P 4
Trans.+T 2
Trans.+P+T 8
Trans.+SO(3)+P 8
Trans.+D2+P 128
Trans.+SO(3)+T 4
Trans.+D2+T 64
Trans.+SO(3)+P+T 16
Trans.+D2+P+T 1024
Table 2.1.: 1次元 SPT相を保護する対称性と分類可能な量子相の総数。このとき、D2 は dihedral
group, SO(3)はスピン回転対称性、T は時間反転対称性、Pは空間反転対称性、Trans.
は並進対称性を示す。
てのギャップフル量子相はトポロジカル自明な量子相に連続的に変形可能であることが知られて
いる [48]。この結果は、全ての 1次元量子系のギャップフル量子相が「短距離エンタングルメン
ト相」に属するという結果であり、これらは SPT相か自発的に対称性の破れた相に分類される。13
Even-Haldane(EH)相
前節では行列積状態に対して、対称性の議論を行うことにより、トポロジカル相の分類が可能で
あることを明らかにした。しかし、Haldane相の具体的な行列積状態の性質については結果のみし
か述べていなかったので、本節では具体例を取り上げて、行列積状態のトポロジカル非自明性に
ついてまとめておこう。ただし、議論を簡単にするため、以下では並進対称性及び反転対称性のみ
に限って議論しよう。しかし、議論の方法はどの対称性に対しても本質的には変わらないことに
13 一般にトポロジカル自明相と対称性を課さない局所ユニタリー変換により連続変形可能な量子相は「短距離エンタ
ングルメント相」と呼び、連続的につながらない量子相を「長距離エンタングルメント相」と呼ぶ。
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注意する。まず始めに、S = 1の場合を考よう。Haldane相及び Large-D相の行列積状態は (2.34)、
A(j) = |0〉で与えられる。この行列積状態に対して、反転対称性に対する関係式 (2.118)について考
えれば、次式が得られる。
(A(j))T =
(
|0〉 j
√
2 |1〉 j
−√2 |−1〉 j − |0〉 j
)
= −U†PAUP, UP =
(
0 1
−1 0
)
, (Haldane相), (2.128)
(A(j))T = U†PAUP, UP = 1, (Large-D相). (2.129)
このとき、(2.129)は Large-D相のみならず、一般に各サイトごとの状態の積でかけるような量子
相 (直積状態)に対して言える結果となっている。特に、直積状態での行列 A及び対称操作の射影
表現UP はいずれもスカラーとなるので、必ず θP = φP = 0となる。したがって、トポロジカル自
明相とは Large-D相のように直積状態でかけるような量子相であり、これらは対称性を保護する
局所ユニタリー変換によって連続的に変形可能な量子相となっている [48]。また Haldane相の場
合、(2.128)よりUTP = −UP となるため、θP = φP = pi がわかる。先ほどの Large-D相の議論から
明らかであるように、Haldane相はトポロジカル非自明相であることがわかる。
ところで S = 2のHaldane相の行列積状態は (2.79)で与えられた。この状態に対しても同じ議論
をを考えば、
AT =
©­­«
|0〉 √3 |−1〉 √2 |−2〉
−√3 |1〉 −2 |0〉 −√3 |−1〉√
6 |−2〉 √3 |1〉 |0〉
ª®®¬ = U
†
PAUP, UP =
©­«
0 0 1
0 −1 0
1 0 0
ª®¬ (2.130)
となることがわかる。このとき、UTP = UPとなることに注意すれば、θP = 0, φP = 0となることが
わかる。すなわち、S = 2Haldane相はトポロジカル自明相となることがわかる。実際に、large-D相
と S = 2相は連続的な変形を考えれば、両者はギャップを閉じることなく連続的につながることを
確かめることができる [55]。すなわち、スピン Sの偶奇性はHaldane相のトポロジカル非自明性を
議論する上で重要な役割を果たす。特に、Sが偶数となるトポロジカル自明相を「even-Haldane(EH)
相」と呼び、Sが奇数となるトポロジカル非自明相を「odd-Haldane(OH)」と呼ぶ [45]。この結果
は、実際に String秩序変数では EH相では値を持たず、OH相では値を持たないと言う結果に現
れる。ただしこの場合、String秩序変数は dihedral group D2の下でwell-definedとなることに注意
する [30, 56]。
ところで、先に議論した強磁性 VBS相 (2.91)も同様にトポロジカル非自明相となる。実際に、
A˜T =
1
1 +
√
3
( − |1/2〉 31/4 |−1/2〉
−31/4√3 |3/2〉 |1/2〉
)
= −U†P A˜UP, UP =
(
0 1
−1 0
)
(2.131)
このとき、強磁性 VBS相は反転対称性 Pによって保護されることに注意する。
2.2.6. 量子エンタングルメント
エンタングルメントは与えられた波動関数の持つ非局所相関を特徴付ける指標である。量子状態
の非局所相関関数を調べるのとは異なり、その解析の容易さから、これまで用いられてきた量子
情報理論のみならず、物性物理学等、様々な物理現象を理解する手がかりとしてその応用可能性
が期待されている。特に、エンタングルメントスペクトラムは近年、トポロジカル量子相への応
用が注目を集めており、表面状態に類似したスペクトル構造や、SPT相のトポロジカル非自明性
を反映したスペクトルの２重縮退構造等が現れることが知られている [45, 57]。他方で、エンタン
グルメントエントロピーは非局所相関の大きさの指標となるだけでなく、量子臨界点を特徴付け
るユニバーサリティークラスの指標としてもその応用可能性が指摘されている [58]。このような
意味で、強相関電子系の様々な量子相に対して、量子エンタングルメントの性質を明らかにする
ことの意義は大きい。本節では、SPT相を対象として量子エンタングルメントの性質を簡単に見
ていくことにしよう。
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エンタングルメントエントロピー
量子エンタングルメントとは、波動関数を２つの部分系に分割した際の、部分系間の量子力学的
なもつれを定量化するものとして定義される。そこでまず始めに、波動関数を |ψ〉とし、部分系
A,Bに分割した以下の波動関数を考えよう。
|ψ〉 =
∑
αβ
Aαβ |α〉A |β〉B (2.132)
このとき、α,βは各部分系の状態に記述するラベルとし、状態 |α〉A , |β〉B はそれぞれ部分系 A, B
に対して、正規直交かつ完全であるとする。次に行列 Aαβ の特異値分解 A = UΛV† (U,V : ユニタ
リー行列、Λ: 対角行列)を行えば、
|ψ〉 =
∑
αβ
∑
j
ΛjUα jV∗β j |α〉A |β〉B =
∑
j
λj | j〉A | j〉B , (2.133)
| j〉A =
∑
α
Uα j |α〉A , | j〉B =
∑
β
V∗β j |β〉B . (2.134)
となることがわかる。このとき、対角行列 Λの各成分 λj は波動関数の規格化条件
∑
j λ
2
j = 1を満
たすものとする。次に上の波動関数 |ψ〉に対して縮約密度行列を以下で定義する。
ρA = TrB |ψ〉 〈ψ | =
∑
j
λ2j | j〉A 〈 j |A . (2.135)
この縮約密度行列は |λ〉Aを部分系 Aの状態として見れば、熱力学的な分配関数としてみることが
できる。
〈OkOl〉 = 1TrAρATrA[ρAOkOl] =
∑
i
e−ξi 〈k |OkOl |k〉A (2.136)
ただしこのとき、O j は部分系 Aの任意の場の演算子であるとし、e−ξj = λ2j とした。このとき、定
義された ξj はエンタングルメントスペクトラムと呼ばれる。14 上の式からもわかるように、エン
タングルメントスペクトラムは部分系 Bからの寄与を任意の相関関数に対する重みとして与える。
このように、エンタングルメントスペクトラムは観測する系 Aに対して周辺の環境 Bによる影響
を定量化する指標であり、その中で寄与の大きいものをより多く取り出すことができれば、観測
系の相関関数をよく近似できることがわかる。
ところで、１次元量子多体系で有力な計算手法として知られる密度行列くりこみ群 (DMRG)[11,
12]ではエンタングルメントスペクトラムに現れるこの性質が重要である。特に、この手法では基
底状態を探索する際に、重ね合わせとして含まれる様々な状態の中から、主要なものの選択し、そ
れらを圧縮するという一連の操作が行われる。その中でエンタングルメントスペクトラムは重ね
合わせ状態から状態を選ぶ指標として用いることができる。先の議論からもわかるようにエンタ
ングルメントスペクトラムの主要な項を取り入れる手法は部分系の相関を近似的に取り込むもの
であり、全系の基底状態を探索する上で、本来取るべき莫大な重ね合わせ状態を取ることなく、最
適な解の探索が可能となる。DMRGの手法の詳細については [59–61]が詳しい。
次に、縮約密度行列に対してフォン・ノイマン・エントロピーとして
SA = −TrA
[
ρA ln ρA
]
= −TrB
[
ρB ln ρB
]
= −
∑
j
λ2j ln λ
2
j =
∑
j
ξj exp
(−ξj ) (2.137)
14エンタングルメントスペクトラムをエネルギー固有値をとしてもつ HamiltonianHe = ∑j ξj はしばしばエンタングル
メント Hamiltonianと呼ばれる。
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を定義する。このように定義されるエントロピーをエンタングルメントエントロピーと呼ぶ。以
下ではこの量の性質を見るため、スピン s = 1/2からなる 2スピン系を考えよう。2スピン系では
全部で 4つの状態が存在し波動関数は合成スピン状態として以下で書ける。
|0, 0〉 = 1√
2
(
|↑〉1 |↓〉2 − ||↓〉1 |↑〉〉2
)
, |1, 0〉 = 1√
2
(
|↑〉1 |↓〉2 + | |↓〉1 |↑〉〉2
)
,
|1, 1〉 = |↑〉1 |↑〉2 , |1,−1〉 = |↓〉1 |↓〉2 . (2.138)
このとき、それぞれの状態に関してサイト 1に関して縮約密度行列 ρ =
∑
σ=↑↓ 〈σ |ψ〉 〈ψ |σ〉を求め
れば次のようになる。
ρ(0,0) = ρ(1,0) =
1
2
(
|↑〉1 〈↑|1 + |↓〉1 〈↓|1
)
, ρ(1,1) = |↑〉1 〈↑|1 , ρ(1,−1) = |↓〉1 〈↓|1 . (2.139)
したがって、エンタングルメントエントロピーを求めれば、状態 |0, 0〉 , |1, 0〉 に対して、S = ln 2
となり、状態 |1,±1〉に対しては、S = 0となることがわかる。特に縮約密度行列 ρ = ∑Dj pj | j〉 〈 j |
に対して、エンタングルメントスペクトラムが最大となるのは、pj = 1/
√
Dのように pj が一様と
なる場合である。したがって、状態 |0, 0〉 , |1, 0〉は最大にエンタングルした量子状態となる。他方
で、状態 |1,±1〉は単純なサイトの状態の直積として書けるような、エンタングルしていない状態
となる。
量子臨界系のエンタングルメント
また、エンタングルメントエントロピーは量子臨界系に対しても重要な意味を持つことが知られ
ている [58]。特に、共形場理論を用いた解析により、エンタングルメントエントロピー SAとセン
トラルチャージ cに関して、以下の関係式が知られている。
SA(l) = c3 ln
(
L
2pi
sin
( pil
L
) )
+ s1 (2.140)
ただし、このとき cはセントラルチャージであり、lは部分系 Aの大きさとする。また s1は non-
universalな定数とする。15この結果からもわかるようにエンタングルメントエントロピーは系のサ
イズ L に対して対数発散する。このため、DMRGなどのエンタングルメントスペクトラムを用い
た計算では、量子臨界点に近いほど、エンタングルメントエントロピーの大きさに対応して確保す
べき状態数が多く取らなければならないことがわかる。また、(2.140)はセントラルチャージを数
値的に決定する際に有用な公式となる。これまで不純物電子系やボゾン系、強磁場下の電子系等の
様々な１次元系に対して適用されており、様々な量子臨界点を議論する上での手がかりとなってい
る [63–69]。次に、エンタングルメントエントロピーの対称性 SA(l) = SA(L − l)に着目し、l = L/2
周りでのエンタングルメントエントロピーの展開を考えれば、
SA(L2 − d) =
c
3
ln
(
L
2pi
)
+
c
3
ln
(
cos
(
pid
L
) )
+ s1 = SA(L2 ) +
c
3
ln
(
cos
(
pid
L
) )
(2.141)
このとき、d  Lとした。上式を cについて逆に解けば、
c(L) = 3(SA(L/2 − d) − SA(L/2))
ln
(
cos
(
pid/L) ) (2.142)
となるので、系の厳密なセントラルチャージは c = limL→∞ c(L)によって決定できる。特に、この
公式は non-universal constantを陽に持たない形式であり、系の中心周りのエンタングルメントエ
ントロピーからセントラルチャージを評価できる。すなわち、エンタングルメントエントロピー
を外挿することなくセントラルチャージのサイズ外挿のみで決定できるため便利と言える [63]。
15 セントラルチャージは共形場理論における主要なパラメータの一つであり、stress tensorの変換則に現れる共形異常
を特徴付ける指標として定義される。特に、セントラルチャージは基底エネルギーの有限サイズ補正や比熱係数に対
して寄与を与えるだけでなく、量子臨界点のユニバーサリティークラスを特徴付ける指標として重要である [62]。
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Haldane相に対するエンタングルメントスペクトラム
先に述べたようにエンタングルメントスペクトラムはトポロジカル量子相を調べる上で有用な情
報を与える。本節では Haldane相を例にエンタングルメントスペクトラムに現れるトポロジカル
な性質について見ることにしよう。そこで、ここでは具体的なVBS波動関数を用いるのではなく
反転対称性から仮定される一般の SPT相に対してエンタングルメントスペクトラムの振る舞いを
調べよう [45]。前節で議論したように、系が反転対称性をもつとき、SPT相は次のような行列積
状態として書くことができる。
|ψ〉 =
∑
{m j }
VTL Γm1Λ · · · ΓmL/2Λ × ΓmL/2+1Λ · · · ΓmLVR |m1 · · ·mL〉 . (2.143)
このとき、VL,VRは次元 χの列ベクトルであるとした。波動関数は反転操作 Pに対して対称であ
るから、
|ψ〉 = e−iLθP/2
∑
{m j }
VTL Γm1Λ · · · ΓmL/2Λ ×UPΓTmL/2+1Λ · · · ΓmLU†PVR |m1 · · ·mL〉 (2.144)
がわかる。ただし、VR = UPVLを満たす。今、波動関数をサイト L/2と L/2+ 1の間で分割すれば、
|ψ〉 = e−iLθP/2
∑
αβ
λα(UP)αβ |α〉 |β〉 (2.145)
と書ける。この時、
|α〉 =
∑
{m j }
(VTL Γm1Λ · · · ΓL/2) |m1 · · ·mL/2〉
|α〉 = P |α〉 =
∑
{m j }
(ΓmL/2+1Λ · · · ΓmLVL) |mL/2+1 · · ·mL〉 (2.146)
とした。また、状態 |α〉は系のサイズが無限大になるときに直交することに注意する。ところで、
φP = piであるとき、ΛはUP との交換性から、必ず２重縮退をもつ。またUT = −Uであるから、
2 × 2行列にブロック対角化できる。これよりうまく基底を選べば、
|ψ〉 =
χ/2∑
α=1
λ2α−1
(
|α, 1〉 |α, 2〉 − |α, 2〉 |α, 1〉
)
(2.147)
であることがわかる。これより縮約密度行列を求めれば、
ρA =
χ/2∑
α=1
|λ2α−1 |2
(
|α, 1〉 〈α, 1| + |α, 2〉 〈α, 2|
)
(2.148)
となるので、2重縮退することがわかる。この点について、実際にHaldane相の厳密な波動関数に
対して、エンタングルメントスペクトラムを調べれば、無限系での２重縮退性を確認することが
できる。しかし、系が有限である場合は必ずしも自明ではないということに注意する。
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Chapter 3
計算手法
3.1. 変分クラスター近似 (VCA)
変分クラスター近似 (VCA)とは自己エネルギー汎関数理論に基づく変分原理であり、少数サイトク
ラスターからなる参照系を用いることにより、平均場近似では扱うことができない、局所演算子の
量子力学的な相関を近似的に取り扱う計算手法である。この計算手法の基礎となる自己エネルギー
汎関数理論は電子相関効果を厳密に取り扱うことができる理論的枠組みであり、摂動論的に性質
のよく知られた Dyson方程式や Luttinger-Ward汎関数 [70]を非摂動論的に再定式化することによ
り、Potthoffによって提案された [71–73]。Dyson方程式や Luttinger-Ward汎関数を用いた近似的計
算手法は、保存近似として知られ、有限個のダイアグラムから構成される近似的な Luttinger -Ward
汎関数を用いて、自己エネルギーを自己無撞着に決定する手法として用いられてきた [74–76]. こ
の手法の重要な点は、Luttinger-Ward汎関数に対するダイアグラムの近似を行う点であり、この理
論の元で現れる Green関数や自己エネルギーは全電子数保存則や全運動量保存則などを自動的に
満たすものとして定式化される。ところで、Potthoffによって定式化された自己エネルギー汎関数
理論では、Luttinger-Ward汎関数の持つ相互作用に対する普遍性が重要となる。この普遍性は同様
の相互作用を持つ量子多体系での厳密な自己エネルギーと Green関数を用いることにより、元の
系の Green関数を自己無撞着に計算可能とする理論であり、摂動論的なダイアグラムの近似を用
いることなく、非摂動論的に相互作用を取り扱うことができる。またこの手法はVCAのみならず、
動的平均場近似 (DMFT)[77]の基礎理論ともなっており、両者の違いは用いる参照系の違いとして
解釈できる。前者は少数サイトクラスターからなる参照系を用いる計算手法であり、後者は熱浴
を取り付けた 1サイト不純物系を参照系として用いる手法である。このとき、両者はいずれも元
の系と同様の相互作用を持つことに注意する。本章では経路積分を用いることにより、摂動論的
な Luttinger-Ward汎関数を導出する。さらに Potthoffによる Luttinger-Ward汎関数の非摂動論的な
定式化について説明し、自己エネルギー汎関数理論と変分クラスター近似の具体的な構築を行う。
自己エネルギー汎関数理論や変分クラスター近似の詳細については [78–81]が詳しい。
3.1.1. 自己エネルギー汎関数理論
多粒子系の経路積分
本章では経路積分法を用いることにより、Luttinger-Ward汎関数の定式化を行う。そこでまず始め
に経路積分法について簡単にまとめておこう。経路積分法の導出の詳細については [82]に従うこ
とにする。ところで多粒子系の分配関数は経路積分法により以下で書くことができる。
Z =
∫
Dψ¯Dψe−S(ψ¯,ψ) (3.1)
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ただし ψα, ψ¯αは互いに共役なボゾン (フェルミオン)場とし、互いに交換 (反交換)関係を満たす複
素数 (グラスマン数)であるとする。1このとき作用 Sは以下の１体部分 S0と多体部分 S′の和とし
て書けるものとする。
S0 =
∫ β
0
dτ
∑
αβ
ψ¯α(τ)
{(∂τ − µ)δαβ + Hαβ}ψβ(τ)
= −
∑
nαβ
ψ¯α(iωn)G−10,αβ(iωn)ψβ(iωn), G−10,αβ(iωn) = (iωn + µ)δαβ − Hαβ (3.2)
S′ =
∫ β
0
dτ
∑
αβγδ
Uαβγδψ¯α(τ)ψ¯β(τ)ψγ(τ)ψδ(τ)
=
1
β
∑
n1 · · ·n4
∑
αβγδ
Uαβγδψ¯α(iωn1)ψ¯β(iωn2)ψγ(iωn3)ψδ(iωn4)δn1+n2=n3+n4 (3.3)
ただし、iωnは松原周波数とし、虚時間 τに関する Fourier変換を以下で定義する。
ψα(τ) = 1√
β
∑
n
e−iωnτψα(iωn), ψα(iωn) = 1√
β
∫ β
0
eiωnτψα(τ), (3.4)
ψ¯α(τ) = 1√
β
∑
n
eiωnτψ¯α(iωn), ψ¯α(iωn) = 1√
β
∫ β
0
e−iωnτψ¯α(τ). (3.5)
またこの際、ボゾン場 (フェルミオン場)は虚時間方向に周期境界条件 (反周期境界条件)ψ(β) = ±ψ(0)
を持ち、松原周波数は
ωn =
{
2npi/β (boson, n = 0,±1,±2, · · · ),
(2n + 1)pi/β (fermion, n = 0,±1,±2, · · · ), (3.6)
となることに注意する。
3.1.2. Wickの定理
次にソース場 η(τ), η¯(τ)を導入し、分配関数 Z(η¯, η)を以下で定義しよう。
Z(η¯, η) =
∫
Dψ¯Dψe−S(ψ¯,ψ)+
∑
n,α(η¯α(iωn)ψα(iωn)+ψ¯α(iωn)ηα(iωn)) (3.7)
このとき、Z(η¯, η)の η¯, ηに関する汎関数微分を計算すれば、
1
Z(η¯, η)
δ2Z(η¯, η)
δη¯α(τ)δηα′(τ′)

η¯=η=0
=ζ
1
Z
∫
Dψ¯Dψ ψα(τ)ψ¯α′(τ′)e−S(η¯,η)
=ζ
1
Z
Tr
[
e−β(H−µN )Tτ
{
cα(τ)c†α′(τ′)
} ]
= − ζGαα′(τ − τ′) (3.8)
1 グラスマン数の積分は微分と等価であり、関係式：∫
dψαψβ =
∂
∂ψα
ψβ = δαβ
を満たすことに注意する。
32
3計算手法
となり、温度Green関数との対応関係がわかる。ただし、ζ はボゾンに対して ζ = +1,フェルミオ
ンに対して ζ = −1とした。また虚時間方向の Fourier変換を行えば、
Gαα′(iωn) =
∫ β
0
dτ eiωnτGαα′(τ)
= − 1
Z
∫
Dψ¯Dψ ψα(iωn)ψ¯α′(iωn)e−S(ψ¯,ψ)
= − ζ 1
Z(η¯, η)
δ2Z(η¯, η)
δη¯α(iωn)δηα′(iωn)

η¯=η=0
(3.9)
となることがわかる。このとき、S′ = 0の相互作用をもたない場合を考えれば、
1
Z(η¯, η)
δ2Z(η¯, η)
δη¯α(iωn)δηα′(iωn)

η¯=η=0,S′=0
=ζ
1
Z0
∫
Dψ¯Dψ ψα(iωn)ψ¯α(iωn)e
∑
n,αβ ψ¯α(iωn)G−10,αα′ (iωn)ψα′ (iωn)
=
1
(detG−10 )−ζ
δ
δG−10,α′α(iωn)
(detG−10 )−ζ = −ζG0,αα′(iωn) (3.10)
となることがわかる。したがって、G0,αα′(iωn)が非相互作用系での温度 Green関数と等価となっ
ていることがわかる。ただし、上式の計算で
Z0 =
∫
Dψ¯Dψ e
∑
n,αβ ψ¯α(iωn)G−10,αα′ (iωn)ψα′ (iωn) = (detG−10 )−ζ (3.11)
を用いたことに注意する。また、式 (3.8)が
Z(η¯, η) = Z e−
∑
nαβ η¯α(iωn)Gαβ (iωn)ηβ (iωn) (3.12)
と書き直すことができる。これより、η¯, ηにより分配関数 Z を次々に汎関数微分すれば、以下の関
係式を得る。
(−ζ)N 1
Z
δ2N Z(η¯, η)
δη¯α1(iωn1) · · · δη¯αN (iωnN )δηα′N (iωn′N ) · · · ηα′1(iωn′1)

η¯=η=0
=(−1)N 〈ψα1(iωn1) · · ·ψαN (iωnN )ψ¯α′N (iωn′N ) · · · ψ¯α′1(iωn′1)〉
=
∑
P
δN
δη¯α1(iωn1) · · · δη¯αN (iωnN )
η¯αPN (iωn′N ) · · · η¯αP1(iωn′1)
× GαPNα′N (iωiωn′1 ) · · ·GαP1α′1(iωiωn′N )
=
∑
P
ζPδnPN=n′N · · · δnP1=n′1GαPNα′N (iωn′N ) · · ·GαP1α′1(iωn′1) (3.13)
このとき、〈· · ·〉は作用 Sによる期待値であるとした。すなわち、任意の多体相関関数はいつでも
2体相関関数の全ての添字の和として記述できることがわかる。この多体相関関数の性質はWick
の定理もしくは Bloch-de Dominicisの定理と呼ばれる。
3.1.3. Dyson方程式
さて次に、作用 S0による期待値を 〈· · ·〉0としよう。このとき、式 (3.7)は以下のようにかける。
Z(η¯, η) = Z0
〈
e−S
′+
∑
nα(η¯α(iωn)ψα(iωn)+ψ¯α(iωn)ηα(iωn))
〉
(3.14)
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したがって上式はキュムラント展開することができて、
Z(η¯, η)/Z0 = exp
{{
−〈S′〉0 + 12! 〈S
′; S′〉0 − 13! 〈S
′; S′; S′〉0 + · · ·
}}
× exp
{{ ∑
nαα′
¯ηnαηnα
(〈ψnα; ψ¯nα〉 − 〈S′;ψnα; ψ¯nα〉 + 12! 〈S′; S′;ψnα; ψ¯nα〉 + · · · ) }
}
× exp
{ (
η¯,ηの 3次以上の項
) }
(3.15)
となることがわかる。2したがって、(3.9)より 1粒子 Green関数は以下で書ける。
Gαα′(iωn) = −〈ψnα; ψ¯nα〉 + 〈S′;ψnα; ψ¯nα〉 − 12! 〈S
′; S′;ψnα; ψ¯nα〉 + · · · (3.17)
特に、キュムラントはWickの定理 (3.13参照)を用いてダイアグラムとして書けば、connectedダ
イアグラムとして書くことができる。これを書いたものが Fig. (3.1)となる。
Fig. 3.1.: 1粒子Green関数の相互作用Uに関する摂動展開のダイアグラム。(· · · )は内線G0によっ
て分割可能なダイアグラムとする。また (· · · )外のダイアグラムで２本の外線G0を取り除
いたものを自己エネルギーと呼ぶ。これを用いてGreen関数を書き直したものが、Dyson
方程式となり、式 (3.18)で示される。
また内線G0で分割できないダイアグラムのうち、２本の外線G0を取り除いた総和を Σとすれ
ば、式 (3.18)は以下で書き直すことができる (Fig. (3.1)参照)。
G =G0 +G0ΣG0 + · · · = G0 +G0ΣG (3.18)
ここで得られた Σを自己エネルギーと呼び、式 (3.18)を Dyson方程式と呼ぶ。
2 キュムラント展開は確率変数 Z を肩にもつ指数関数の期待値の展開である。ここでは確率変数 Z に関して、キュム
ラント母関数 ln 〈eλZ 〉 のパラメータ λ による展開を考えよう。
ln 〈eλZ 〉 = ln
∞∑
n=0
λn
n!
〈Zn〉 =
∞∑
m=1
(−1)m−1
m
( ∞∑
n=1
λn
n!
〈Zn〉
)m
=λ 〈Z〉 + λ
2
2!
(〈Z2〉 − 〈Z〉 〈Z〉) + 1
3!
(〈Z3〉 − 3 〈Z〉 〈Z2〉 + 2 〈Z〉3) + · · ·
=
∞∑
n=1
λn
n!
〈Z; Z; · · · ; Z〉 (3.16)
このとき、展開係数 〈X1; X2; · · · ; Xn〉 をキュムラントと呼ぶ。キュムラントを以下のように書くことができる。
〈X1; X2〉 = 〈X1X2〉 − 〈X1〉 〈X2〉 ,
〈X1; X2; X3〉 = 〈X1X2X3〉 − 〈X1X2〉 〈X3〉 − 〈X2X3〉 〈X1〉
− 〈X3X1〉 〈X2〉 + 2 〈X1〉 〈X2〉 〈X3〉
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3.1.4. Luttinger-Ward汎関数
Skeltonダイアグラムによる定式化
ところで、自己エネルギー Σはダイアグラムとして Fig. 3.2で書くことができる。図からも明らか
Fig. 3.2.:自己エネルギー Σの２次摂動までのダイアグラム。(· · · )内の先頭のダイアグラムは proper
なダイアグラムと呼び、これらはどの内線を切断しても独立したダイアグラムに書き直
せないという性質をもつ。またこれらは、(· · · )内の内線 G0に対する摂動項を足しあげ
ることにより、相互作用を含んだ 1粒子 Green関数Gに置き換えることができる。この
ようなダイアグラムの総和として定義されるものを skeltonダイアグラムと呼び、自己エ
ネルギーはそのようなダイアグラムの和として書ける一例となっている。
であるように、自己エネルギーの内線G0は摂動項を足しあげることにより、相互作用系の 1粒子
Green関数Gのみを内線に含むダイアグラムで書くことができる。このような、ダイアグラムを
skeltonダイアグラムと呼び、どの内線Gを断ち切っても独立したダイアグラムには分離できない
ダイアグラムの和として定義される。またこのとき、分離できないダイアグラムを properと呼び、
そうでないものを improperと呼ぶ。本節で定義する Luttinger-Ward汎関数も skeltonダイアグラム
の一種であり、以下ではその導出を行う。
今、グランドポテンシャルをΩ = − 1β ln Z(η¯ = η = 0)で定義しよう。このとき、ΩのG−10,αα′に関
する汎関数微分を行えば、
β
δΩ
δG−10,αα′
= − 1
Z0
∫
Dψ¯Dψ ψ¯α(iωn)ψα′(iωn)e−S(ψ¯,ψ) = −ζGα′α(iωn) (3.19)
がわかる。また式 (3.18)を用いれば、上式は次のように書き直すことができる。
β
δΩ
δG0,αα′(iωn) = − ζG
−1
0,α′α′1
(iωn)Gα′1α1(iωn)G−10,α1α(iωn)
= − ζ
(
G−10,α′α(iωn) + [Σ + ΣG0Σ + ΣG0ΣG0Σ + · · · ]α′α(iωn)
)
(3.20)
次に相互作用項に関して、S′ → λS′とし、λの各次数 lに関して展開すれば、
β
δΩ(l>0)
δG0,αα′(iωn) = −ζΣ
(l)
α′α(iωn) (3.21)
とかける。ただし、Σ(l)は Σ + ΣG0Σ + · · · の λに関する l次の展開とした。また Σ(l)は内線G0を
2l − 1個含むことに注意すれば、式 (3.21)は逆に解く事ができて、
βΩ(l>0) = −ζ
∑
nαα′
1
2l
G0,αα′(iωn)Σ(l)α′α(iωn) (3.22)
が得られる。また、上式は λに関して l次の次数を持つことから、λによる微分を取れば、
β
δΩ(l>0)
δλ
= −ζ 1
2λ
∑
nαα′
G0,αα′(iωn)Σ(l)α′α(iωn) (3.23)
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が得られる。したがって lに関する和を取れば、グランドポテンシャルの λに関する一階微分は
β
dΩ
dλ
= −ζ 1
2λ
∑
nαα′
G0,αα′(iωn)
∞∑
l=0
Σ
(l)
α′α(iωn) = −ζ
1
2λ
∑
nαα′
Gαα′(iωn)Σα′α(iωn) (3.24)
となることがわかる。
次に以下の汎関数を考えよう。
ΦU[G] = −ζ
∑
l
1
2l
Tr[GΣ(l)skelton[G]] (3.25)
このとき、Tr = 1β
∑
nαα′ とし、Σ
(l)
skelton[G]は自己エネルギー内の skeltonダイアグラムのうち相互
作用の l次の項をとったものとする。式からも明らかであるように、ΦU[G]は内線Gのみを含む
Fig. 3.3のような skeltonダイアグラムで示される。3すなわち、上の汎関数は相互作用 Uのみに依
存する汎関数であり、1粒子 Green関数の具体的な詳細 (Hamiltonianの一体部分、バンド構造等)
によらない普遍的性質をもつ。このように定義された汎関数を Luttinger-Ward汎関数と呼ぶ。
Fig. 3.3.: Luttinger-Ward汎関数の 3次摂動までのダイアグラム。２重線は 1粒子 Green関数とし、
点線は相互作用を示す。それぞれのダイアグラムは内線G、結節点 Uのみからなる閉じ
たダイアグラムであり、どの内線を切断しても独立にできない properなダイアグラムか
ら構成される。
以下では、この汎関数の性質とグランドポテンシャル Ωとの関連性を明らかにしよう。まず
Luttinger-Ward汎関数を Gαα′(iωn)に関する汎関数微分を考えよう。
δΦU[G]
δGαα′(iωn) = −ζ
1
β
Σα′α(iωn) (3.26)
すなわち、Luttinger-Ward汎関数の 1粒子 Green関する 1階微分は自己エネルギーを導く。次に、
λに関する微分を考える。先ほどのグランドポテンシャルの議論と同様に、Σ(l)は 2l − 1個数の結
節点を含むことに注意すれば、式 (3.18)(3.26)より、
dΦU[G]
dλ
= − ζ 1
2βλ
∑
nαα′
Gαα′(iωn)Σα′α(iωn) + 1
β
∑
nαα′
δΦU[G]
δGαα′(iωn)
dGαα′(iωn)
dλ
=
dΩ
dλ
− ζ 1
β
∑
nαα′
(
G−10,α′α(iωn) − G−1α′α(iωn)
) dGαα′(iωn)
dλ
(3.27)
となることがわかる。また λに関して 0から 1まで積分すれば、
ΦU[G] =Ω −Ω0 − ζTr[G−10 (G −G0)] − ζ
1
β
(
ln det G−1 − ln det G−10
)
=Ω + ζ
1
β
ln det G − ζTr[GΣ] = Ω + ζ (Tr lnG − Tr[GΣ]) (3.28)
3 この際、分母の 1/2l は先ほどの議論と同様に、Σ(l) に含まれる 2l − 1個の内線を反映したものであり、これにより
同じダイアグラムの重複を避けることになる。
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となり、グランドポテンシャルとLuttinger-Ward汎関数との対応関係がわかる。このとき、式 (3.11)
より Ω0 = −1/β ln Z0 = ζ/β ln det G−10 となることを用いた。また、複素正方行列 Aに関する関係
式 tr ln A = ln det Aを用いた。4
非摂動論的な Luttinger-Ward汎関数の定式化
Luttinger-Ward汎関数は相互作用項のみに依存した skeltonダイアグラムであり、摂動項をもれな
く正確に取り込むことができれば、熱力学的に無矛盾な理論を構成できる。しかし、摂動論的に実
際の問題に取り組む場合にはなんらかのダイアグラムの選び方に対して近似が必要があり、それ
らは物理的に要請される保存則を満たしていなくてはならないため、議論はあくまで相互作用の
弱い領域に限られる。一方で Luttinger-Ward汎関数の普遍的な性質を非摂動論的な近似として用い
るということが動的平均場近似 (DMFT)で行われた。ここでは、同じ Luttinger -Ward汎関数をも
つ２つの量子多体系を調べることにより、片方の量子系の性質から、もう片方の量子系の性質を近
似するということが行われる。当然、Luttinger-Ward汎関数が well-definedである限りはこのよう
な定式化が可能であり、様々な量子系に対する非摂動論的かつ熱力学的に無矛盾な近似を与える。
しかし、相互作用が強い領域ではMott転移や磁気相転移等の相互作用のない系からの断熱変形が
許されない量子相の発現が問題となる。当然、対称性が破れれば、様々な相関関数の発散が伴う
ため、skeltonダイアグラムの収束性やその妥当性に多くの疑問が残ってしまう。また、対称性を
破らずとも強相関領域での skeltonダイアグラムの収束性は厳密に証明することはできない。その
意味で、摂動論的に定式化された Luttinger-Ward汎関数は少なくとも強相関領域では well-defined
ではなく、非摂動論的な構成が必要となる。
Potthoffはそのような背景の元で、Luttinger-Ward汎関数に対して非摂動論的な定式化を行った。
このような定式化の下、Potthoffは Luttinger-Ward汎関数が持つ以下の 4つの性質を示した。
1. 系の厳密な Green関数 Gが与えられたとき、グランドポテンシャル Ωは Luttinger-Ward汎
関数を用いて以下で書ける。
Ω = ΦU[G] − ζ
{
Tr lnG − Tr[GΣ]
}
(3.29)
ただし、自己エネルギー Σは Dyson方程式により Σ = G−10 −G−1で定義する。
2. Luttinger-Ward汎関数 ΦU[G˜]の Green関数 G˜に対する汎関数微分:
β
δΦU[G˜]
δG˜
= −ζΣT [G˜] (3.30)
によって定義される Σ[G˜]は Dyson方程式とは独立に厳密な 1粒子 Green関数Gに対して、
厳密な自己エネルギーを与える Σ[G] = Σ。
4 この関係式は正方行列の三角化を用いることにより容易に証明できる。今、複素正方行列 Aの三角化を PAP−1 = T
　 (P:正則行列, T :上三角行列)としよう。このとき、三角行列の性質 tr[TN ] = ∑j TNj j に着目すれば、任意の多項
式 f (A)に対して、
tr[ f (A)] =tr[P f (T)P−1] = tr[ f (T)] =
∑
j
f (Tj j )
がわかる。したがって、
tr ln A =
∑
j
lnTj j
ln det A = ln det T = ln
∏
j
Tj j =
∑
j
lnTj j
となるので、tr ln A = ln det Aがわかる。
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3. 相互作用のない系 (U = 0)では Luttinger-Ward汎関数 ΦU[G˜]は以下の性質を満たす。
ΦU=0[G˜] = 0 (3.31)
4. Luttinger-Ward汎関数ΦU[G˜]は相互作用項 S′のみによって決定し、一体部分 S0とは無関係
に決まる (Luttinger-Ward汎関数の普遍性)。
上で示された 4点は前節で導入した skeltonダイアグラムによる Luttinger-Ward汎関数の定式化
[式 (3.25)を参照]を用いれば、式 (3.25) (3.26)(3.28)となることからも明らか。
以下では、Potthoffの定式化に従い Luttinger-Ward汎関数を定義しよう。まず前節と同様に、グ
ランドポテンシャル ΩU[G˜−10 ]を非相互作用系の 1粒子 Green関数 G˜0の汎関数として、以下で定
義する。
ΩU[G˜−10 ] = −
1
β
ln ZU[G˜−10 ] (3.32)
ZU[G˜−10 ] =
∫
Dψ¯Dψ e
∑
nαβ ψ¯α(iωn)G˜0−1αβ (iωn)ψβ (iωn)−S′ (3.33)
このとき、Zは相互作用のみに依存した 1粒子Green関数 G˜0の汎関数であり、G˜0として厳密な 1
粒子Green関数G0が与えられときのみ、ここで定義された汎関数は厳密なグランドポテンシャル
に一致する。またこの汎関数は式 (3.26)より、グランドポテンシャルの汎関数微分は厳密な 1粒子
Green関数G−10 に対して、厳密な相互作用系の 1粒子Green関数を与えるような汎関数を与える。
−βζ δΩU[G˜
−1
0 ]
δG˜−10
= GU[G˜−10 ], GU[G−10 ] = G. (3.34)
また厳密なGreen関数に対して厳密な自己エネルギー Σを与えるような汎関数 ΣU[G˜]を次の２つ
の条件:
G˜−10 = G˜−1 + ΣU[G˜] (3.35)
GU[G˜−10 ] = G˜ (3.36)
を満たすものように定義しよう。これより式 (3.35)(3.36)を解けば、Σ[G˜]が任意の G˜に対しがわか
る。また、与えられた 1粒子Green関数 G˜0 = G0に対して、式 (3.36)を自己無撞着に解くことによ
り、1粒子Green関数及び自己エネルギーを得る。また厳密な 1粒子Green関数、自己エネルギー
に対して上の関係式が成り立つことに注意する。次に、Luttinger-Ward汎関数を以下で定義する。
ΦU[G˜] = ΩU[G˜−1 + ΣU[G˜]] + ζTr ln G˜ − ζTr(ΣU[G˜]G˜) (3.37)
このように定義された Luttinger-Ward汎関数に対して、先に述べた 4つの性質を確認しておこ
う。今、Luttinger-Ward汎関数ΦU[G˜]は厳密な 1粒子Green関数及びグランドポテンシャルが与え
られたとする。このときには、定義からも明らかであるように全ての量が自己無撞着に定まるた
め、性質 1を満足する。次に、Luttiger-Ward汎関数の 1粒子Green関数による汎関数微分を行う。
δΦU[G˜]
δG˜αα′
=
ζ
β
ΣU[G˜]α′α (3.38)
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したがって、性質 2がわかる。5 また相互作用のない場合を考えよう。このときには、ΣU=0[G] =
G−1 −G−10 = 0が厳密に成り立つので、式 (3.37)及びΩU=0[G−10 ] = ζTr lnG0 から性質 3がわかる。
また、この定式化の下では参照系として選ぶ 1粒子Green関数 G˜0に対して、様々な量が自己無撞着
に決定することがわかった。特に、これらを決定するものとして用いられるグランドポテンシャル
汎関数は相互作用項 S′のみに依存する。このことからも明らかであるように、Luttinger-Ward汎関
数も同様に相互作用項 S′のみに依存し、性質 4がわかる。以上より、この定式化は skelton diagram
による Luttinger-Ward汎関数の 4つの性質を保つことがわかった。
ここまで議論してきたように、本節では Luttinger-Ward汎関数を skelton diagramを用いて定式
化するのではなく、自己エネルギーや Luttinger-Ward汎関数をダイアグラムの形状によらない非摂
動論的な再定義を行った。これにより、本来連続的に弱相関側と接続できないような強相関領域
でも Luttinger-Ward汎関数は普遍的に定義可能であることがわかった。特に Luttinger-Ward汎関数
の性質のうち重要なのは相互作用のみにしか依存性を持たない点である。これは同様の相互作用
を持つ系に対しては Luttinger-Ward汎関数は同じであるため、1粒子Green関数に関する自己無撞
着方程式 (3.35)((3.36) を解くことにより、系のもつ様々な厳密な性質を選び出すことができると
いうことを意味する。このような Luttinger-Ward汎関数の普遍性を利用した近似的計算手法が動的
平均場近似やあとで議論する変分クラスター近似である。前者は主として 1サイトとサイトに混
成する bathサイトを用いた計算手法であり、混成を最適化のパラメータとして取り扱うことによ
り量子多体系の物理を議論する。後者は少数サイト系の格子のパラメータを変分パラメータとし
て扱う計算手法である。どちらの手法であっても大規模な量子系を少数サイトを用いて計算をす
るという意味では共通している。しかし、当たり前のことではあるが Luttinger-Ward汎関数は極め
て、普遍的なものであるにも関わらず、実際に計算として扱う場合には少数自由度の系を用いて、
大規模な系を記述する。このため、相関関数に関して何らかの実空間的な decoupleが不可欠であ
り、これによって系の隣接サイト間の非局所相関を正しく取り込むことができなくなる。結果と
して Green関数に相関効果が取り込まれなかったり、本来の対称性とは異なる対称性を持つこと
になるため、何らかのバイアスを持った計算手法となる。しかし少なくとも、幾何学的フラスト
レーションをもたないような系では相関関数の decoupleによる影響はそこまで大きくならないの
で、相互作用系の定性的な振る舞いを調べることができる。しかし、複雑な格子構造を持つ系で
は必ずしもそうではなく、様々な参照系を用いた相の安定性を調べることが不可欠となる。
自己エネルギー汎関数理論
本節では Luttinger-Ward汎関数を用いて自己エネルギー汎関数理論の構成を行う。自己エネルギー
汎関数理論のポイントは先ほど導入した Luttinger-Ward汎関数を 1粒子 Green関数 G˜に関して
5 Luttiger-Ward汎関数の 1粒子 Green関数による汎関数微分の詳細は以下のようになる。
δΩU[G˜−1 − Σ[G˜]]
δG˜αα′
= − ζ
β
G˜α′1α1
δ
δG˜αα′
(
G˜−1 + ΣU[G˜]
)
α1α
′
1
= − ζ
β
G˜α′1α1
(
−G˜−1α1αG˜−1α′α′1 +
δΣU[G˜]α1α′1
δG˜αα′
)
=
ζ
β
(
G−1α′α − G˜α′1α1
δΣU[G˜]α1α′1
δG˜αα′
)
, (3.39)
−ζ δ
δG˜αα′
Tr ln G˜ = − ζ
β
G˜α′α (3.40)
ζ
δ
δG˜αα′
Tr(ΣU[G˜]G˜) = ζ
β
δΣU[G˜]α1α′1
δG˜αα′
G˜α′1α1 +
ζ
β
ΣU[G˜]α′α (3.41)
これより、式 (3.38)が得られる。この計算にあたって以下の関係式を用いたことに注意する。
0 =
δ
δAaa′
(AA−1)bb′ =
δA−1
bc
δAaa′
Acb′ + A
−1
bc
δAcb′
δAaa′
=
( δA−1
bc
δAaa′
+ A−1baA
−1
a′c
)
Acb′ ⇒
δA−1
bb′
δAaa′
= −A−1a′b′A−1ba .
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Legendre変換を行う点にある。これにより、グランドポテンシャルの表式がより簡便になり式の
取り扱いが容易となる。まず、前節で得られた Σ[G˜] = Σ˜を逆に解き、自己エネルギーに関する
式G[Σ˜] = G˜として書く。これより、Luttinger-Ward汎関数の Legendre変換 FU[Σ]は以下で与えら
れる。
FU[Σ˜] = ΦU[G[Σ˜]] + ζTr[G[Σ˜]Σ˜] (3.42)
このとき、FU[Σ˜]の自己エネルギー Σ˜に関して汎関数微分を行えば、
δFU[Σ˜]
δΣ˜
=
ζ
β
G[Σ˜] (3.43)
となる。次に式 (3.37)及び汎関数 FU[Σ˜]を用いて、グランドポテンシャルを自己エネルギーの汎
関数として書き直せば、
Ω[Σ˜] = ζTr ln [G−10 − Σ˜] + FU[Σ˜] (3.44)
となることがわかる。また、Luttinger-Ward汎関数と同様に厳密なGreen関数と自己エネルギーG,Σ
が与えられたとき、汎関数Ω[Σ˜]は厳密にグランドポテンシャルと一致する。また汎関数 Ω[Σ˜]の
自己エネルギー Σ˜による汎関数微分は、
β
δΩ[Σ˜]
δΣ˜
= −ζ
(
G−10 − Σ˜
) −1
+ ζG[Σ˜] (3.45)
となり、厳密な自己エネルギー Σ˜ = Σに関して成り立つ停留条件:
β
δΩ[Σ˜]
δΣ˜

Σ˜=Σ
= 0 (3.46)
を得る。したがって、元のGreen関数に対する変分問題は Legendre変換により自己エネルギーに
関する変分問題として書き直せることがわかる。自己エネルギー汎関数理論とはここで導出した
グランドポテンシャルΩ[Σ˜]に関する変分原理であり、FU[Σ˜]の相互作用のみに依存した普遍性を
用いることにより、相関電子系の各種物理量を自己無撞着に解くことができる。
3.1.5. 変分クラスター近似
参照系
本節では自己エネルギー汎関数理論を用いて変分クラスター近似を導出を行う。先に説明したよ
うに、変分クラスター近似は参照系と呼ばれる元の系と同じ相互作用を持った少数サイトクラス
ターを参照系として厳密に解くことにより得られる 1粒子 Green関数、自己エネルギーを用いて
変分問題 (3.46)を解く計算手法である。
以下では具体的に、参照系の Hamiltonian H˜ = H˜0(t) + HU に対して、数値的に解くべきグラン
ドポテンシャルを求めよう。ただし、このとき H˜0を Hamiltonianの 1体部分であるとし、HUは
Hamiltonianの 2体部分とする。また Hamiltonianの２体部分は元の系と一致し、汎関数 FU[Σ˜]は
相互作用Uのみに依存するものとする。今、Hamiltonian H˜を厳密に解けば、1粒子Green関数 G˜
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Fig. 3.4.:参照系の例 (a)およびその逆格子空間 (b)。元の格子を γ上に参照系は (a)のように 2 × 2
のクラスター (青線によって囲まれた領域)を並べることによって与えられる。またこの
とき、逆格子空間を考えれば、元の格子 γ の first Brillouin zone BZγ は参照系 Γの first
Brillouin zone BZΓを内包する関係にある。(c)グランドポテンシャル汎関数Ω[Σ]の自己
エネルギーに対する変分。また局所相互作用 (クラスターの外に出ない)に関して言えば、
元の系の相互作用を正確に取り込むことができるため自己エネルギー汎関数理論と矛盾
しない。
及びグランドポテンシャル Ω˜ = Ω[Σ˜]は以下で得られる。
G˜αα′(iωn) = −
∫ β
0
dτ eiωnτ 〈Tτ{cα(τ)c†α(0)}〉
= − 1
Z
∫ β
0
dτ eiωnτTr
[
e−(β−τ)(H−µN )cα(τ)e−τ(H−µN )c†α(0)}
]
= − 1
Z
∑
N
∑
mm′
〈ψ(N )m | cα |ψ(N+1)m′ 〉 〈ψ(N+1)m′ | c†α′ |ψ(N )m 〉 e−β(E
(N )−µN )
×
∫ β
0
dτ eτ(iωn+µ−E
(N+1)
m′ +E
(N )
m )
=
1
Z
∑
N,mm′
〈ψ(N )m | cα |ψ(N+1)m′ 〉 〈ψ(N+1)m′ | c†α′ |ψ(N )m 〉
iωn + µ − E (N+1)m′ + E (N )m
(
e−β(E
(N )
m −µN ) − ζeβ(E (N+1)m′ −µ(N+1))
)
(3.47)
Ω˜ = − 1
β
ln Z = − 1
β
ln
∑
N,m
e−β(E
(N )
m −µN ) (3.48)
このとき、|ψ(N )m 〉は粒子数 N を持つエネルギー E (N )m の状態とする。特に粒子数 N をもつ系での
絶対零度を考えれば、対応する基底エネルギーを E (N )GS とし、対応する状態を |ψGS,p〉(pは縮退度)
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とすれば、1粒子 Green関数及びグランドポテンシャルは以下で書くことができる。
G˜αα′(iωn) =
∑
p
1
p
(∑
m
〈ψ(N )GS,p | cα |ψ(N+1)m 〉 〈ψ(N+1)m | c†α′ |ψ(N )GS,p〉
iωn + µ − E (N+1)m + E (N )GS
− ζ
∑
m
〈ψ(N )GS,p | c†α′ |ψ(N−1)m 〉 〈ψ(N−1)m | cα |ψ(N )GS,p〉
iωn + µ − E (N )GS + E (N−1)m
)
=
∑
p
1
p
(
〈ψ(N )GS,p | cα
1
iωn + µ − H + E (N )GS
c†α′ |ψ(N )GS,p〉
− ζ 〈ψ(N )GS,p | c†α′
1
iωn + µ + H − E (N )GS
cα |ψ(N )GS,p〉
)
, (3.49)
Ω˜ = − limβ→∞ 1
β
ln
∑
p
e−β(E
(N )
GS −µN ) = E (N )GS − µN (3.50)
また、自己エネルギーは Σ˜ = G˜−10 − G˜−1 と定められるので、汎関数 F[Σ˜]は以下でかける。
F[Σ˜] = Ω˜ − ζTr ln [G˜−10 − Σ˜] (3.51)
次に、式 (3.44)及び汎関数 F[Σ˜]の普遍性を用いることにより元の系のグランドポテンシャルを求
めよう。
Ω[Σ˜] =ζTr ln [G−10 − Σ˜] + F[Σ˜]
=ζTr ln [G−10 − Σ˜] − ζTr ln [G˜−10 − Σ˜] + Ω˜
=ζTr ln [I − (G˜−10 −G−10 )(G˜−10 − Σ˜)−1] + Ω˜
=ζTr ln [I − VG˜] + Ω˜ (3.52)
ただし、V = G˜−10 −G−10 = H0 − H˜0 − (µ − µ˜)とした。したがって、元の系のグランドポテンシャル
は参照系のグランドポテンシャル Ω˜、1粒子 Green関数 G˜及び参照系と元の系の一体部分の差 V
により記述できることがわかった。また参照系の Green関数 G˜を用いて、
G−1 = G−10 − Σ˜ = G˜−1 − V = (I − VG˜)G˜−1 (3.53)
で定義される相互作用系のGreen関数Gをクラスター摂動論 (CPT)Green関数と呼ぶ。このとき、
クラスター摂動論 Green関数は厳密な自己エネルギーに対して厳密な 1粒子 Green関数に一致す
ることに注意する。ところで、ここで用いられる参照系への仮定はあくまで同じ相互作用を持て
ば良いという条件であり、相互作用を含まない付加的な格子点 (bathサイト)を持つ参照系や元の
格子とは局所的な対称性の異なる格子構造を選んでも問題はない。ただし実際、物理的に意味を
持つのは選択される参照系のうち停留条件 (3.46)を満たすものであり、参照系の選択は本来の基
底状態を探す意味で本質的な問題となる。また変分クラスター近似は参照系によるバイアスを多
く含む計算手法である。特にこれらバイアスとしては、秩序相の安定性を見るために意図的に入
れたWeiss場や少数サイト系への分解による対称性の低下などがあり、議論する量子相に応じて、
参照系の選び方は工夫しなければならない。また、元の系と参照系が同じ相互作用をもつことが
手法が適用できる制約であるため、参照系をはみ出すような長距離の相互作用は取り扱うことは
できない。
グランドポテンシャルの計算方法
ここでは、グランドポテンシャル Ω[Σ]及び、各種物理量の計算方法について説明しよう。まず、
ボーズ (フェルミ)分布関数 fζ (z) = (exp{βz} − ζ)−1が松原周波数 iωnで一位の極を注意する。
lim
z→iωn
(z − iωn) fζ (z) = ζ
β
(3.54)
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したがって留数定理を用いれば、松原周波数の和は複素積分の形に変形することができて次式を
得る。
ζTr ln (I − VG˜) = ζ
β
∑
n
ln det(I − VG˜)
= −
∮
Γ
dz
2pii
fζ ln det(I − VG) (3.55)
ただし、このとき Γは全ての松原周波数 iωnを時計回りに囲む経路であるとした。次に経路 Γは、
無限遠点を周回する C∞ 及び正 (負)の実軸を取り囲む経路 C>(C<)に変形する。任意の複素関数
g(z) (|g(C∞)| < ∃M)とし、無限小の正数を ηとすれば、∮
C∞
dz
2pii
eηz fζ (z)g(z) = 0 (3.56)
となり、無限遠点周りの周回積分は無視できる。6今、式 (3.47)より得られる 1粒子 Green関数の
次の性質に着目する。
G(z) z→∞−−−−→ 1
z
, (3.57)
G∗αα′(z) = Gα′α(z∗). (3.58)
これより、式 (3.55)の被積分関数は無限遠点 z →∞で
ln det(I − VG˜(z)) z→∞−−−−→ tr ln [1 − V/z] ∼ −trV/z (3.59)
となることがわかる。これより、複素積分 (3.55)は以下のように書き直すことができる。
ζTr ln (I − VG˜) = −
(∮
C>
dz
2pii
+
∮
C<
dz
2pii
)
fζ (z) ln det(I − VG˜(z))
=ζ
∮
C<
dz
2pii
ln det(I − VG˜(z))
+
∮
C<
dz
2pii
fζ (−z)
(
ln det(I − VG˜(z)) + ln det(I − VG˜(−z))
)
(3.60)
このとき、 fζ (z) = −ζ − fζ (−z)を用いたことに注意する。
特に、絶対零度を考えれば式 (3.61)の最右辺第２項は無視できて、
ζTr ln (I − VG˜) = ζ
∮
dz
2pii
ln det(I − VG˜(z)) (3.61)
を得る。また、この計算では式 (3.59)のため、1/zの減衰により無限遠点での収束性があまりよく
ない。この点を改善するため、次のような変形をすると便利。
ζ
∮
dz
2pii
ln det(I − VG˜(z)) =ζ
∫
dz
2pii
(
ln det(I − VG˜(z)) + trV
z − p
)
(3.62)
6 経路 C∞ 上での被積分関数に着目すれば、
|eηz fζ (z)g(z)| ≤
 eηz
eβz − ζ
|g(z)| ≤ eRη|eβR cos θ − 1|M
となる。このとき、左半面 (cos θ < 0)では分子 eRη ,右半面 (cos θ > 0)では分母 (eβR cos θ − 1)により、R →∞で 0
に収束することがわかる。
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Fig. 3.5.:数値計算で用いる積分経路。左図の ×は松原周波数 (フェルミオン)に対応し、左の経路
Γはそれを取り囲む閉曲線となる。またこの経路は右の経路積分に変形することにより
数値計算をより簡単化できる。
ただし、pは任意の正数 (>0)であるとした。この変形により、左半面 Re{z} < 0のの経路積分の
結果は変わらないが、無限遠点での振る舞いが −1/z + 1/z − p ∼ 1/z2となるため、収束性を改善
し、その結果として C<の弧状部分からの寄与はなくなる。したがって、C<の虚軸上の経路積分
を考えればよい。このとき式 (3.58)に注意すれば、
ln det(I − VG˜(z∗)) = ln det(I − G˜†(z)V†)
=(ln det(I − VG˜(z)))∗ (3.63)
がわかる。このとき、V がエルミートとなることと関係式 detA† = (detA)∗ に注意する。また、
g∗(z) = g(z∗)なる複素関数 g(z)に対して、∫ ∞
−∞
dω
2pi
giω =
∫ ∞
0
dω
2pi
(g(iω) + g∗(iω)) =
∫ ∞
0
dω
pi
Re{[g(iω)]} (3.64)
が成り立つことに注意すれば、以下の関係式が得られる。
ζTr ln (I − VG˜(z)) = ζ
∫ ∞
0
dω
pi
(
ln |det(I − VG˜(iω))| + Re
{
trV
iω − p
})
(3.65)
したがって、グランドポテンシャルは以下でかける。
Ω[Σ] = (E0 − µN) + ζ
∫ ∞
0
dω
pi
(
ln |det(I − VG˜(iω))| + Re
{
trV
iω − p
})
(3.66)
このとき、式 (3.50)を用いたことに注意する。またこの数値積分は被積分関数が特異性を伴う半
無限区間の積分を取り扱う必要があり、一般に数値的な収束性を取り扱うことが難しい。DE(２重
指数関数型数値積分)公式を用いた数値積分によりこのような問題点は回避可能であり便利である
[83]。7
7 半無限系の DE公式は変数変換 x = φ(t) = exp{(pi/2 sinh t)} で与えられる。これにより、半無限区間の積分は以下の
ような台形積分によって与えることができる。∫ ∞
0
dx f (x) =
∫ ∞
−∞
dt f (φ(t))φ′(t) ∼ h
k=∞∑
k=−∞
f (φ(kh))φ′(kh)
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各種期待値の計算方法
次に、任意の一体演算子O = Oαα′c
†
αcα′ の期待値 〈O〉を求めよう。まず、1粒子Green関数を用い
て一体演算子Oの期待値を計算すれば、
〈O〉 = Oαα′ 〈c†αcα′〉 = Oαα′ζ 〈Tτ{cα′c†α(0+)}〉 = −Oαα′
ζ
β
∑
n
eiωn0
+
G˜α′α(iωn) = −ζTr[OG˜] (3.67)
がわかる。これより、先述の議論を用いて次のようにかける。
〈O〉 = −ζ
∮
C<
dz
2pii
tr[OG˜] +
∮
C<
dz
2pii
fζ (−z)
(
tr[OG˜(z)] + tr[OG˜(−z)]
)
(3.68)
特に、絶対零度であれば、グランドポテンシャルと同様に以下がわかる。
〈O〉 = ζ
∫ ∞
0
dω
pi
Re
{(
tr[OG˜(iω)] − trO
iω − p
) }
(3.69)
この時、tr[OG˜] z→∞−−−−→= tr[O]/z及び tr[OG˜(z∗)] = (tr[OG˜(z)]) ∗ となることに注意する。
クラスター摂動論 Green関数
本節では (3.53)で定義したクラスター摂動論Green関数について、具体的なHamiltonianを用いて
議論しよう。ところで、変分クラスター近似では、自己エネルギー汎関数理論を構成するため少数
サイトからなる参照系を空間的に配置した超格子構造 Γを用いることによって、変分問題を解く
ことができる。しかし、この参照系の設定は当然、本来の格子系 γが持つ並進対称性を持たない。
このため、元の格子系 γの波数 kはwell-definedではなく、得られる 1粒子Green関数G(k,k′)は
対角的でなくなってしまう。このため、実験との比較や他の計算手法との比較を行うためにも、参
照系の設定による人工的な並進対称性の破れは何らかの方法で回復させる必要がある。
以下ではこの点について見ていくことにしよう。そこでHamiltonianの一体部分を次のように定
義する。
H0 =
∑
aa′
∑
rr′
taa′(r − r′)c†a,rca′,r′ =
∑
aa′
∑
k
t[γ]aa′(k)(c[γ]a,k)†c
[γ]
a,k
(3.70)
t[γ]aa′(k) =
∑
r
e−ik ·rtaa′(r), ca,r = 1√
NL
∑
k
eik ·rc[γ]
a,k
, c†a,r =
1√
NL
∑
k
e−ik ·r(c[γ]
a,k
)†. (3.71)
このとき、aを系のスピン、軌道等の内部自由度とし、rを実空間の格子位置、NLを元の格子系 γ
の格子点数 (N:超格子 Γの格子点数、L:参照系 (超格子のユニットセル)に含まれる格子点数)と
する (Fig.3.4(a)を参照)。
次に、(3.53)で定義したクラスター摂動論Green関数G = G˜0(I −VG˜0)を求めよう。そこで、参照
系の Hamiltonianの一体部分を以下で定義しよう
H˜0 =
∑
aa′
∑
j j′
∑
RR′
t ′aa′, j j′δRR′c
†
a,r j+R
ca,r j′+R′ (3.72)
ただし、j, j ′は参照系の格子位置であるとし、r = rj +Rを満たすものとした。またこのとき、異
なる参照系の間にホッピング積分を持たず完全に分離していることに注意する。次に、参照系の
Hamiltonian及び元の Hamiltonianの一体部分を超格子の逆格子空間 BZΓで Fourier変換すれば、
H˜0 =
∑
Q∈BZΓ
∑
aa′
∑
j j′
t ′aj,a′ j′(c[Γ]aj,Q)†ca′ j′,Q, (3.73)
H0 =
∑
Q∈BZΓ
∑
aa′
∑
j j′
t[Γ]aj,a′ j′(Q)(c[Γ]aj,Q)†c[Γ]a′ j′,Q (3.74)
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がわかる。ただしこのとき、
t[Γ]aj,a′ j′(Q) =
∑
R
ta,a′(R + rj − rj′)e−iQ·R
)
, (3.75)
ca,R+r j =
1√
N
∑
Q∈BZΓ
eiQ·Rc[Γ]
aj,Q
, c†
a,R+r j
=
1√
N
∑
Q∈BZΓ
e−iQ·R(c[Γ]
aj,Q
)† (3.76)
とした。すなわち Vに対応する HamiltonianHVは
HV = H0 − H˜0 −
∑
ar
(µ − µ′)c†a,rca,r =
∑
Q∈BZΓ
∑
aa′
∑
j j′
Vaj,a′ j′(Q)(c[Γ]aj,Q)†c[Γ]aj,Q, (3.77)
Vaj,a′ j′(Q) = t[Γ]aj,a′ j′(Q) − t ′aj,a′ j′ − (µ − µ)δaa′δj j′ . (3.78)
とかける。したがって、クラスター摂動論 Green関数は
G[Γ]aj,a′ j′(Q,Q′, iωn) =
(
G˜−10 (iω) − V(Q)
)
aj,a′ j′δ
[Γ]
QQ′ ≡ GΓaj,a′ j′δ
[Γ]
QQ′ (3.79)
のように超格子の並進対称性の結果として波数空間 BZΓで対角的にかける。ただし、このとき参
照系の 1粒子Green関数はホッピング積分と同様に、参照系を超える相関関数は持たないので、波
数Qへの依存性を持たないことに注意する。次に、ここで定義した逆格子空間 BZΓを用いて、元
の系のGreen関数を求めよう。そこで 1粒子Green関数の定義に立ち返り、Green関数の実空間表
示との対応を見よう。
G[γ]aa′(k,k′, iωn) = −
∫ β
0
dτ eiωnτ 〈Tτ{cγak(τ)(c
γ
a′k′)†}〉
= − 1
NL
∑
r,r′
e−ik ·r+ik
′ ·r′
∫ β
0
dτ eiωnτ 〈Tτ{car(τ)c†a′r′}〉 (3.80)
一方で、超格子 Γでの 1粒子 Green関数 GΓai,a′i′(Q, iωn)は
− 〈Tτ{car(τ)c†a′r′}〉 =
1
β
∑
n
e−iωnτ
1
N
∑
Q∈BZΓ
∑
Q′∈BZΓ
eiQ·R−iQ
′ ·R′GΓaj,a′ j′(Q,Q′, iωn)
=
1
βN
∑
n
e−iωnτ
∑
Q∈BZΓ
eiQ·(R−R
′)G[Γ]aj,a′ j′(Q, iωn) (3.81)
により、実空間表示の 1粒子 Green関数と関係する。したがって、(3.80)(3.81)をまとめれば、
G[γ]aa′(k,k′, iωn) =
1
N2L
∑
rr′
e−ik ·r+ik
′ ·r′ ∑
Q∈BZΓ
eiQ·(R−R
′)G[Γ]aj,aj′(Q, iωn)
=
1
N2L
∑
j j′
e−ik ·r j+ik
′ ·r′j
∑
Q∈BZΓ
G[Γ]aj,aj′(Q, iωn)
(∑
R
e−i(k−Q)·R
) (∑
R′
ei(k
′−Q)·R′
)
=
1
L
∑
j j′
e−ik ·r j+ik
′ ·r′jG[Γ]aj,aj′(k, iωn)δ[Γ]k,k′ (3.82)
となることがわかる。ところで系が並進対称性をもつならば (3.82)より、1粒子Green関数G[γ]aa′(k,k′, iωn)
は対角的になる。しかし、今の表式では参照系の取り方により対角的ではないので、近似を採用
する必要がある。最も簡単な近似として波数 kの非対角成分を無視したものを新たな Green関数
Gperaa′(k, z)としてとれば、系の並進対称性を回復する。
Gperaa′(k, iωn) = G[γ]aa′(k,k, iωn) =
1
L
∑
j j′
e−ik ·(r j−r j′ )G[Γ]aj,a′ j′(k, iωn) (3.83)
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また状態 aに対する状態密度 ρa(ω)を求めれば、
ρa(ω) = − 1NLpi Im
∑
r
Gaa(r, r, ω + iη)
= − 1
NLpi
Im
∑
k
G[γ]aa(k,k, ω + iη)
= − 1
NLpi
Im
∑
k
Gperaa(k, ω + iη) (3.84)
= − 1
Npi
Im
∑
j
∑
Q∈BZΓ
G[Γ]aj,aj(Q, ω + iη) (3.85)
となり、1粒子 Green関数 Gper(k, z)を用いて書くことができる。このとき、(3.81)より
Gaa(r, r′, iωn) = 1NL
∑
kk′
eik ·r−ik
′ ·r′G[γ]aa′(k,k′, iωn). (3.86)
となることに注意する。
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Chapter 4
トポロジカル絶縁体に対する電子相関効果
4.1. 研究背景
4.1.1. 模型
本研究ではBernevig-Hughes-Zhang(BHZ)模型及びKane-Mele模型に対する電子相関効果の考察を
行う。そこでまず初めにそれぞれの模型を定義し、電子相関のない場合のバンド構造についてま
とめる。
Bernevig-Hughes-Zhang模型
本節ではトポロジカル絶縁体の格子模型の一つであるBernevig-Hughes-Zhang(BHZ)模型について
説明する。この模型は 2次元トポロジカル絶縁体として CdTeの両端をHgTeによって挟んだ量子
井戸構造の物性現象を説明する目的に Bernevig,Hughes,Zhang等によって提案された模型である。
この模型は正方格子上に定義された 2軌道模型であり、スピン軌道相互作用の効果により分離し
た s軌道からなる E1バンドと ±(px + ±ipy)からなるHH1バンドによる Tight-binding Hamiltonian
として以下のように書くことができる。[3]。
HBHZ =
∑
iσα
αni,σα +
∑
iσα
∑
δ=±x,±y
c†i+δ,σα[tˆσ(δ)]αβciσβ (4.1)
tˆσ(±x) =
(
t1 ±iσt ′
±iσt ′ t2
)
, tˆσ(±y) =
(
t1 ±t ′
∓t ′ t2
)
(4.2)
ただし、このとき α = s, px ± py は軌道自由度、σ = ±1/2はスピン自由度に対応するものである
とした。次に上のハミルトニアンを波数空間で書き直せば、
HBHZ =
∑
kσαβ
(
αδαβ +
∑
δ=±x,±y
e−ik ·δ[tˆσ(δ)]αβ
)
c†
k,ασ
ck,βσ =
∑
k
cˆ†
k
H(k)cˆk, (4.3)
H(k) =
(H↑(k) 0
0 H↓(k)
)
=
(H↑(k) 0
0 H ∗↑ (−k)
)
(4.4)
と書くことができる。ただしこのとき、cˆk = (ck1↑, ck2↑, ck1↓, ck2↓)T であるとした。このとき、行
列Hσ(k)は
Hσ(k) =
(
1 + 2t1(cos kx + cos ky) 2t ′(σ sin kx − i sin ky)
2t ′(σ sin kx + i sin ky) 2 + 2t2(cos kx + cos ky)
)
(4.5)
となることに注意する。これより、Hamiltonianは時間反転対称性ΘH(k)Θ−1 = (iσy⊗I)H(k)(−iσy⊗
I) = H(−k)を満たすことに注意する。今、Hamiltonianを Pauli行列 σαを用いてHσ(k) = σ(k)+
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R(k) · σと書けば、係数 σ(k),Rσ(k)は次のように書ける。
σ(k) = 1 + 22 + (t1 + t2)(cos kx + cos ky), (4.6)
Rσ(k) = ©­«
(1 − 2)/2 + (t1 − t2)(cos kx + cos ky)
2t ′σ sin kx
2t ′ sin ky
ª®¬ (4.7)
これより、BHZ模型のバンドを書けば Fig4.1のようになる。このとき、|1 − 2 | < 4|t1 − t2 |となる
とき、バンド構造がトポロジカル非自明なバンド構造をもち、スピン Hall伝導度が量子化する。
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3.1 Bernevig-Hughes-Zhang໛ܕ
3.1.1 ໛ܕ
͜͜Ͱ͸ຊݚڀͰॏཁͳτϙϩδΧϧઈԑମͷ֨ࢠ໛ܕͱͳΔ Bernevig-Hughes-Zhang(BHZ)໛ܕͷઆ
໌Λߦ͓͏ɻ͜ͷ໛ܕ͸̎࣍ݩτϙϩδΧϧઈԑମͱͯ͠ CdTeͷ྆୺ΛHgTeʹΑͬͯڬΜͩྔࢠҪށߏ
଄ͷ෺ੑݱ৅Λઆ໌͢Δ໨తʹ Bernevig,Hughes,Zhang౳ʹΑͬͯఏҊ͞Εͨ໛ܕ (ਤ 1.2ࢀর)Ͱ͋Γɺ
ਖ਼ํ֨ࢠঢ়ʹ E1 : |s,α = ±1/2⟩ , H1 : ± |px ± ipy,α = ±1/2⟩ (α͸ిࢠεϐϯΛද͢΋ͷͱ͢Δ)͕ฒ
Μͩ tight-binding ͳ̎يಓ໛ܕͱͯ͠ॻ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δ [10]ɻBHZ໛ܕ͸ҎԼͰ༩͑ΒΕΔɻ
HBHZ =
∑
iσα
ϵαnασi +
∑
iσαβ
∑
δ=±x,±y
c†
ασi+δˆ
[tσ(δ)]αβ cβσi (3.1)
tσ(±x) =
(
t1 ±iσt′
±iσt′ t2
)
, tσ(±y) =
(
t1 ±t′
∓t′ 2
)
(3.2)
ͨͩ͠ɺ͜ͷͱ͖ niασ = c†iασciασ (α = 1, 2͸يಓɺσ =↑, ↓͸εϐϯͷࣗ༝౓ʹରԠ)Ͱ͋Δͱͨ͠ɻtˆσ(δ)
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ਤ 3.1 BHZ ໛ܕʹ͓͚Δεϐϯيಓ૬ޓ࡞༻߲ (ߦྻ tσ(δ) ͷඇର߲֯) ͷུ֓ਤ (a) ͓ΑͼόϧΫͷ
όϯυߏ଄ (b) ͱ Berry ઀ଓ (c)-(f)ɻεϐϯΞοϓͷిࢠ (c)(d) ͱεϐϯμ΢ϯͷిࢠ (e)(f)
͸ޓ͍ʹٯූ߸ͷ Berry ઀ଓΛ΋ͪɺεϐϯ Hall ఻ಋ౓͕ྔࢠԽ͕֬ೝͰ͖Δɻ·ͨɺ͜͜Ͱ
ಘΒΕͨόϧΫͷόϯυߏ଄ (b) ͓Αͼ͸ Berry ઀ଓ (c)-(f) ͸ຊݚڀͰ༻͍ΒΕͨύϥϝʔλ
(−ϵ1 = ϵ2 = t, −t1 = t2 = t, t′ = 0.8t)Λ༻͍ͨɻ
33
Fig. 4.1.: BHZ模型におけるスピン軌道相互作用項 (行列 tσ(δ)の非対角項)の概略図 (a)。BHZ模型
に対して計算されたバンド構造 (b と Berry接続 (c)-(f)。スピンアップの電子 (c)(d)とス
ピンダウン (e)(f)は互いに逆符号の Berry接続を持ち、それにより有限のスピン Hall伝
導度を示す。このとき、パラメータ −1 = 2 = t, − t1 = t2 = t, t ′ = 0.8tを用いた。
4.1.2. エッジ状態
本節ではエッジ状態について考えることにしよう。エッジ状態のスペクトル構造は格子模型に対
して表面を考慮した対角化を行うことによって得ることできる。本研究では表面状態に対する電
子相関効果を考慮するためクラスター摂動理論 (CPT)を用いる。以下では BHZ模型を用いて具体
的な表面状態を見ることにしよう。そこでここでは x方向に対しては参照系クラスター (4サイト
2軌道クラスター)周期境界条件を持ち、y方向に対しては開境界条件を持つ系を考えることにす
る (Fig4.2(a)を参照)。この時、一粒子スペクトル関数は次式で与えられる。
ALy (kx) = − 1
pi
Im
∑
Lyσ
∑
j j′
e−ikx (x j−x j′ )GLyσ, j j′(ω + iη), (4.8)
GLyσ, j j′(iωn) = −
∫ β
0
dτ 〈TτcLyσ, j(τ)c†Lyσ, j′〉 (4.9)
ただし、Lyは片方の端からの距離とし、xj をサイト jの座標位置とする。Fig4.2(c)は端 Ly = 1に
対して、表面の１粒子励起スペクトルを計算した結果である。すなわち、表面をもつ系では１粒
子励起を計算することにより、表面状態の有無の直接的に確認することができる。また、以下の
量を定義する。
ALy=1Helical(kx, ω) = A
Ly=1
↑ (kx, ω) − A
Ly=1
↓ (kx, ω), (4.10)
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これを用いて、BHZ模型に対して計算した結果が Fig4.2(d)である。これより、端 Ly = 1では
Fig4.2(c)のように x方向に対して負の方に進むスピンアップの電子と正の方向に進むスピンダウン
の電子を見ることができる。次に、BHZ模型の軌道間の準位差 1 − 2に対する表面状態の振る舞
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ਤ 3.3 BHZ໛ܕʹ͓͚Δද໘ঢ়ଶͷεϖΫτϧ (b)(d)(f)(h)͓ΑͼόϧΫͷεϖΫτϧ (a)(c)(e)(g)ʹ
ର͢Δ४Ґࠩ ϵ1 − ϵ2 = −2ϵ ΁ͷґଘੑɻ͜ͷ࣌ɺ(a)(b) ϵ/t = −3.0,(c)(d)ϵ/t = −1.0 ,(e)(f)
ϵ/t = 1.0(ຊݚڀͰ༻͍ΒΕΔύϥϝʔλ),(g)(h)ϵ/t = 3.0Ͱ͋Δͱ͢Δɻ
Fig. 4.2.: (a) BHZ模型の表面状態を計算するのに用いられた参照系。このとき、参照系は x軸方向
に周期境界条件を課し、y軸方向に表面を持つような開境界条件を課す。(b) CPTにより
計算されたヘリカルエッジ状態の概念図。(c) CPT計算によって得られた１粒子スペクト
ル。(d) (b)の点線に囲まれた領域に対する参照系の１粒子スペクトルを各波数 kx ごとに
スピンアップの電子とスピンダウンの電子に対して差分を取った結果 (d)。
いについて考えることにしよう。ただし、ここでは計算の便利のため、−1 = 2 = ,−t1 = t2 = t > 0
とする。この時、BHZ模型に対してエッジ状態を計算したものが、Fig4.3である。この模型では、ト
ポロジカル非自明な相にあるためには | | < 4tでなければならないことに注意する。ところで、表面
状態の１粒子スペクトルが伝導バンドをもつ波数に着目すれば、 > 0では波数 kx = piとなること
に対して、 < 0では波数 kx = piとなることに気づく。これは、 = 0の時に起こるトポロジカル相
転移による結果であり、実際にバルクの１粒子スペクトルに着目すれば、波数 (kx, ky) = (0, pi), (pi, 0)
でバンドギャップを閉じることを確認することができる。また、| |/t = 4でも同様のトポロジカ
ル相転移をもち、この場合には波数 (kx, ky) = (0, 0)もしくは (pi, pi)でバルクギャップが閉じること
によって引き起こされる。この時、スピン Hall伝導度は消失し、トポロジカル自明な絶縁体に相
転移する。実際に、スピン Chern数を計算したものが Fig4.4である。この計算からも /t = 0,±4
で引き起こされるトポロジカル相転移を確認することができる。
4.2. Bernevig-Hughes-Zhang(BHZ)模型に対する電子相関効果
前節に導入した BHZ模型にHubbard相互作用を導入した拡張模型の考察を行うことにしよう。そ
こでまず始めに、基礎となる研究の背景について説明し、変分クラスター近似による結果につい
て説明することにしよう。
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Fig. 4.3.: BHZ模型における表面状態の１粒子スペクトル [下のパネル (b)(d)(f)(h)]、およびバルク
の１粒子スペクトル [上のパネル (a)(c)(e)(g)]に対する準位差 1 − 2への依存性。このと
き、模型のパラメータとして (a)(b) /t = −3.0, (c)(d) /t = −1.0, (e)(f) /t = 1.0 (g)(h)
/t = 3.0を用いた。
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૬ʹ͋ΔͨΊʹ͸ |ϵ| < 4tͰͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍ɻ͜ͷ఺͸ਤ 3.3ͷύϥϝʔλΑΓ໌Β͔ɻଞํͰɺΤοδ
ঢ়ଶͷεϖΫτϧ͕఻ಋόϯυΛ࣋ͭ೾਺ʹ஫໨͢Ε͹ɺϵ > 0Ͱ͸೾਺ kx = πͱͳΔͷʹରͯ͠ɺϵ < 0
Ͱ͸ kx = 0ͱͳΔ͜ͱ͕Θ͔Δɻ͜Ε͸ɺόϧΫͷόϯυߏ଄ʹ༝དྷ͢Δ΋ͷͰ͋Γɺ࣮ࡍʹ ϵ = 0ͷ࣌
ʹ஫໨͢Δͱ೾਺ (kx, ky) = (π, 0), (0,π)ͰόϯυΪϟοϓΛด͡Δ͜ͱ͕Θ͔Δɻ͜ͷΑ͏ʹɺτϙϩδ
ΧϧͳΤοδঢ়ଶͷมԽ͸͠͹͠͹όϧΫͷόϯυߏ଄ͳΒͼʹόϯυΪϟοϓͷด͡ʹ༝དྷ͢Δ΋ͷͰ͋
Γɺ͜ͷΑ͏ͳ෺ੑݱ৅ͷมԽΛ͠͹͠͹τϙϩδΧϧ૬సҠͱݺͿɻ͜ͷΑ͏ͳόϧΫͷόϯυߏ଄ʹ
༝དྷͨ͠૬సҠ͸ ϵ = 4tͷ࣌ʹ΋֬ೝ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ɺ͜ͷ৔߹ʹ͸೾਺ (kx, ky) = (π,π)ͰόϧΫͷό
ϯυΪϟοϓ͕ด͡Δ͜ͱʹΑΓτϙϩδΧϧͳඇࣗ໌͞Λಛ௃෇͚ΔΤοδঢ়ଶ͕ଘࡏ͠ͳ͍௨ৗͷόϯ
υઈԑମʹసҠ͢Δɻ2·ͨ͜ͷτϙϩδΧϧసҠʹࡍͯ͠ɺεϐϯνϟʔϯ਺ʹ஫໨͢Ε͹ਤ 3.4ͷΑ͏
ʹ ϵ = 0ʹ͓͍ͯ NSChN = 1→ −1 ͱͳΔ͜ͱ͕Θ͔Δ (͜ͷͱ͖ɺZ2 ෆมྔ͸ ϵ = 0 ͷલޙͰ஋Λม͑
ͳ͍)ɻ
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ਤ 3.4 BHZ໛ܕʹ͓͚Δεϐϯνϟʔϯ਺΁ͷ४Ґࠩ ϵ1 − ϵ2 = −2ϵґଘੑɻ
3.2 τϙϩδΧϧઈԑମ΁ͷڧ૬ؔޮՌͷཧ࿦తݚڀ
͜͜Ͱ͸ɺલઅͰಋೖͨ͠ BHZ໛ܕʹ Hubbard૬ޓ࡞༻Λಋೖ֦ͨ͠ு໛ܕͷߟ࡯Λߦ͏͜ͱʹ͠Α
͏ɻͦ͜Ͱ·ͣ࢝ΊʹୈҰઅͰ͸ઌߦݚڀͷղઆΛߦ͍ɺࠓͷ໰୊఺Λ໌Β͔ʹͨ͠ޙʹɺୈ̎અͰม෼Ϋ
ϥελʔʹجͮ͘ܭࢉ݁Ռͱͦͷߟ࡯Λߦ͏͜ͱʹ͢Δɻ
3.2.1 ݚڀͷഎܠ
τϙϩδΧϧઈԑମ͸ࠓ·Ͱٞ࿦͖ͯͨ͜͠ͱ͔Β΋໌Β͔ͳΑ͏ʹཧ࿦͕૬ޓ࡞༻Λ࣋ͨͳ͍Ұମͷ
Hamiltonianʹجͮ͘όϯυཧ࿦ʹΑͬͯهड़Ͱ͖Δ͜ͱ͕Θ͔ͬͨɻ͢ͳΘͪɺిࢠ૬ؔޮՌͷΑ͏ͳଟ
ମͷ Hamiltonian͔Βͷد༩Λগͳ͔ΒؚͣΉΑ͏ͳ৔߹ʹ͸ඞͣ͠΋τϙϩδΧϧͳੑ࣭͸ࣗ໌Ͱͳ͘
ͳͬͯ͠·͏ɻ͜ͷΑ͏ͳ؍఺͔ΒτϙϩδΧϧઈԑମ΁ͷిࢠ૬ؔͷಋೖͱಋೖʹΑͬͯੜͥΒΕΔ݁Ռ
͸ඇৗʹڵຯΛूΊ͓ͯΓɺݱࡏ·Ͱʹม෼ΫϥελʔۙࣅʹݶΒͳ͍ଟ͘ͷܭࢉख๏ʹج͍ͮͨ਺஋ղ
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Fig. 4.4.: BHZ模型におけるスピンChern数の軌道間の準位差 1 2 = −2 に対する依存性。Fig4.3
における表面状態との対応からも明らかであるように、| | < 4tであれば、系はギャップ
レスな表面状態をもつトポロジカルな非自明相となり、量子スピン Hall効果を示す。ま
たこのとき、/t = 0での NSChN の変化はバンドが一時的に閉じることを反映する。
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4.2.1. 研究背景
前節で議論したようにトポロジカル絶縁体は相互作用を持たない一体のバンド理論に基づいた波
動関数を用いることにより、分類可能となる絶縁体である。特に絶縁体表面にはスピンごとに運
動の方向が異なるヘリカルな表面状態を持ち、この表面状態は時間反転対称性を破らない摂動に
対して安定なKramer対を形成する。このため、絶縁体は時間反転対称性を破らない限り安定に存
在できる。このとき、トポロジカル不変量は Z2となり、これらは表面状態のKramers対の偶奇性
を反映する。しかし、電子間相互作用を含む多体系のHamiltonianではバンド理論による波動関数
の記述ができないため、前節で用いられたような Bloch波動関数によるトポロジカル不変量の記
述は許されない。その一方で、１粒子Green関数は相互作用系でも定義可能であり、これによるト
ポロジカル不変量の記述は可能となる。ところで相互作用が十分に小さければ相互作用の効果は
自己エネルギーとして繰り込まれるため、繰り込まれたバンド構造のトポロジカルな性質として
Green関数によるトポロジカル不変量を理解することができる。しかし、相互作用が十分に大きく
摂動論として取り扱えない領域では、金属絶縁体転移に伴う有効質量の発散や自発的対称性の破
れが引き起こされるため、相互作用電子系でのトポロジカルな性質は非自明となる。そういった
観点からトポロジカル絶縁体への電子相関効果を理解することは非常に重要であり、現在までに
多くの計算手法に基づいた数値解析計算が行われている。特に、電子相関効果を起源とした新規
のトポロジカル (Mott)絶縁相の発現性や自発的に対称性の破れ量子相との共存性が指摘されてい
る。いずれの場合においても対称性による表面状態の保護の性質が重要であり、時間反転対称性
のみならず結晶対称性などによる新たな絶縁相の可能性を考えることができる。このような物性
の発現が期待される候補物質として、電子間相互作用とスピン軌道相互作用が重要な寄与をもつ
Na2IrO3[84]や Pr2Ir2O7[85–87]等の 5d-遷移金属酸化物や SmB6[88, 89]等の 4f-電子系の化合物で
提案されている。また光格子冷却原子系の近年の発展では、円偏向した高周波のレーザー光を用い
ることにより、電子間相互作用やスピン軌道相互作用の作成が可能であり、強相関系におけるト
ポロジカル量子相をシミュレートする系として多くの関心を集めている。このような近年の実験
的な背景からも電子相関系のトポロジカルな物性を数値的に明らかすることは非常に重要である。
さて以下では、前節で定義した BHZ模型に Hubbard相互作用を導入した拡張 BHZ模型を考え
よう。
H = HBHZ +U
∑
j
nj↑nj↓ (4.11)
この模型は動的平均場近似 (DMFT)とHartree-Fock平均場近似 (MF)等によってこれまで調べられ
てきた [90–92]。特に、トポロジカル絶縁体からMott絶縁体への相転移に対して電子相関効果によ
る寄与と自発的対称性の破れによる磁気秩序とトポロジカル絶縁相との共存性が問題となる。と
ころで、相互作用のない系では Z2トポロジカル絶縁体と量子スピン Hall 効果は等価でない。前
者では時間反転対称性の有無が重要であり、後者では z軸周りのスピンの回転対称性 (スピンの保
存則)がトポロジカル非自明相を区別する。したがって、たとえ時間反転対称性を持たない場合で
あっても、z軸周りのスピンの回転対称性を有する磁気秩序相であれば、共存する可能性がある。1
このような観点に対して、共存相の発現性はまさにトポロジカル量子相を保護する秩序相の対称
性の問題であり、これを議論するためには電子間相互作用の非摂動論的な取り扱いが重要となる。
ところで、今の BHZ模型では時間反転対称性とスピンの z軸周りの回転対称性のどちらも有して
いる。そのため両者は区別することができない。したがって、磁気秩序相に相転移した際に z軸周
りのスピンの回転対称性が生き残るならば、トポロジカルな絶縁相と磁気秩序相の共存が許され
る。あとで議論するがこの模型の強相関極限における有効スピン模型では、z軸方向にスピンがサ
イトごとに交互に向いた磁気秩序相が実現する。このとき、秩序相は z軸周りのスピンの回転対
称性を保つ。すなわち、反強磁性モット相転移がトポロジカル相転移に対して、早く実現すれば
共存する可能性があり、逆にトポロジカル相転移が早く引き起こされる場合には共存せずに、ト
ポロジカル自明な絶縁体からの反強磁性相転移が期待される。
1トポロジカル量子相を保護する対称性を持たない秩序相への相転移が引き起こされる場合には、トポロジカル自明な
絶縁相と区別不可能であり、ギャップを閉じない相転移が引き起こされる。
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Hartree-Fock平均場近似の計算によれば、一次相転移によって共存相が現れないことが知られてい
る [92]。すなわち、少なくとも平均場近似の範囲では、順位差による粒子数の違いからHartree-shift
としてバンドギャップが潰れるような変化は現れるが、磁気秩序のエネルギー利得を獲得するた
めには、トポロジカル相の変化が先に現れることになる。しかし、平均場近似が量子力学的な揺ら
ぎを無視する近似であることから、実際には相関効果によるバンドのくりこみや量子揺らぎによ
る磁気秩序化の抑制等を考察しなくてはならない。実際に、DMFTを用いた数値解析では共存相
の存在が確かめられた。ただし、この場合には平均場近似と同様に転移の次数は 1次となるが、磁
気相転移によりトポロジカル相転移が先に起こらないため共存相が現れる結果となっている [92]。
したがって、この結果からもわかるように、自己エネルギーにより取り込まれる動的な相関効果
(自己エネルギーの周波数 ω依存性)は共存相を議論する上で重要であり、この効果による平均場
理論の修正が一般に問題となる。
ところで、DMFTは自己エネルギーの周波数 ω依存性を取り込む反面で、自己エネルギーに対
する空間的な相関効果 (自己エネルギーの端数 k)を無視する近似である。したがって、DMFTで
の有効的なバンド構造は自己エネルギーによって波数空間で一様に取り込まれる。一方で、DMFT
で無視された空間相関効果を取り扱えば、より複雑な波数ごとの有効バンド構造のくりこみ効果
や磁気秩序化の量子揺らぎによる抑制が期待される。その意味で、空間相関効果を取り扱う議論
はトポロジカル絶縁相と磁気秩序相の共存性を議論する上で不可欠であり、結果は極めて非自明
である。本研究ではこのような背景の元で拡張 BHZ模型に対する VCAによる議論を行った。前
節でも議論したように、VCAは自己エネルギー汎関数理論に基づく変分原理であり、参照系とし
て用いられるクラスター内部の空間相関を厳密に取り扱うことができる。その意味で共存相の議
論を行うことは教訓的である。以下では、VCAを用いた数値解析計算を行い、無秩序相での電子
相関効果及び、トポロジカル絶縁相と反強磁性相の共存可能性について議論する。
4.2.2. 電子間相互作用によるトポロジカル相転移
ここではまずはじめに、磁気秩序相を仮定しない計算を行い、Hubbard相互作用によって駆動さ
れるトポロジカル相転移について見ることにしよう。Fig. 4.5では Hubbard相互作用 U を U/t =
0.0, 2.0, 4.4, 6.0と増やして行った場合の１粒子スペクトルの変化を見たものである。図からも明ら
かであるように、Hubbard相互作用Uは軌道の準位差 1 − 2を小さくするのと同様に、トポロジカ
ル相転移を導くことがわかる。特に、相転移点近傍 (c)U/t = 4.4に着目すれば、波数k = (pi, 0), (0, pi)
でバルクギャップが閉じることによって、表面状態のスペクトルがバルクのスペクトルと合流し、
消失することが確認できる。すなわち、クラスター摂動理論 (CPT)の範囲では、周期境界条件 (トー
ラス)と開境界条件 (シリンダー)による相転移点には違いはなく、バルクとエッジの１粒子スペ
クトラムに現れるトポロジカル相転移は互いに整合していることがわかる。また、単純な準位交
差であるならば、Fig. 4.4のような相転移となるべきであり、表面状態は生き残る。しかし、実際
にはそうではないことがわかる。これはHubbard相互作用Uの効果により、電荷ギャップが開く
効果であり、単純な軌道の交差ではなく、電子相関起源の自己エネルギーの発散に伴うモット転
移による結果として現れる。今のような秩序相を仮定しない計算では、自己エネルギーに取り込
まれる相関効が 1粒子スペクトラムの変形を導くが、反強磁性を仮定した計算をすれば、反強磁
性転移に伴う電荷ギャップの発生がトポロジカル相転移を導くことがわかる。この点については
次節で議論しよう。ところで、今回得られたスペクトラム構造にいはくつか乱れた構造を見るこ
とができる。これは参照系として用いた 4サイト 2軌道クラスターによる有限サイズ効果であり、
元の参照系のスペクトラムからなる離散性を反映する結果であると考えられる。したがって、よ
り大きな参照系を選べば乱れた構造は平坦となり解消される。しかし、厳密対角化で扱うことの
できる参照系の制限などから、現実問題として大規模な量子系を取り扱うことはできない。今回
選択した参照系クラスターは回転対称性などの対称性の高さによるバイアスの少なさから選んだ。
しかし、拡張 BHZ模型の範囲では別の大きな参照系を用いても結果の定性的な性質は大きくは変
わらないことがわかった。
次にスピン Chern数を用いて上で議論したトポロジカル相転移について見ることにしよう。先
にも述べたように、Bloch関数を用いたスピン Chern数の定式化は相互作用を含む系ではうまくい
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Fig. 4.5.:クラスター摂動理論 (CPT)によって得られた周期境界条件 (バルク)の 1粒子スペクトル (左
図)、開境界条件 (エッジ)の1粒子スペクトル (中図)、および周期境界条件に対して計算され
た状態密度 (右図)。このときHubbard相互作用の大きさは上から (a)U/t = 0.0,(b)U/t = 2.0,
(c)U/t = 4.4,(d)U/t = 6.0に対して計算を行った。またこのとき、(a)(b)はトポロジカル
絶縁相に対応し、(c)はトポロジカル相転移点、(d)はトポロジカル自明な絶縁体の領域に
対応する。
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かない。一方で 1粒子 Green関数は相互作用系でも定義可能である。このため、１粒子 Green関
数の群構造を相互作用を持たない系での文脈で調べることにより、相互作用系でのトポロジカル
不変量を決定することができる [93, 94]。本研究では、以下で定義されるスピンHall伝導度を用い
てトポロジカル相転移を議論しよう。
σ
spin
xy = − e2piNSChN, (4.12)
NSChN = −
∫
d3p
µνρ
48pi2
tr
[
σzG(p)∂µG−1(p)G(p)∂νG−1(p)G(p)∂ρG−1(p)
]
(4.13)
このとき、NSChNをスピン Chern数と呼ぶ。ただし、σz はスピンに対する Pauli行列、trはGreen
関数G(p)の足 (スピン自由度、軌道自由度、参照系の格子自由度)に対するトレース和、p及びそ
の微分 ∂は超格子の reduced Brillouin zoneの波数 p = (px, py)を用いた pµ = (iω,p)に対する３次
元ベクトルとその微分演算子とする。また µνρは添字 µνρに関する完全反対称テンソルであると
し、012 = 1を満たすものとする。ところで、CPTでは Green関数 G(p)は参照系のクラスターを
接続する一体演算子V(p)を用いて、G(p)−1 = G′(iω)−1 −V(p)とかける。すなわち、周波数依存性
と波数依存性が分離した形で書くことができるので、上記のスピン Chern数は以下の書き換えを
行うことができる。
NSChN =
1
16pi2
∫
d3p tr
[
σzG(p)∂ωG′−1(iω)G(p)∂pxV(p)G(p)∂pyV(p) − (px ↔ py)
]
(4.14)
この式を用いて計算されたスピンChern数は Fig. 4.6のようになる。先の 1粒子スペクトラムの議論
と比較すれば、U/t < 4.4ではトポロジカル絶縁相となり有限なスピン Chern数を示し、U/t > 4.4
では、トポロジカル相転移により、スピンChern数が 0となるため、スピンChern数の議論と厳密
に整合していることを確認することができる。このように、スピン Chern数を用いることによっ
て電子相関効果に伴うトポロジカル相転移を精密に決定できることがわかった。ところで、今の
場合は１粒子スペクトルのギャップを精密に評価することができれば、当然トポロジカル相転移
を決定することができる。ただし、実際にギャップを見積もる場合には broadeningによる問題を
何らかの方法で克服する必要性があるだけでなく、相転移が不連続となる場合や自発的対称性の
破れが引き起こされる場合には 1粒子Green関数のトポロジカル非自明性は曖昧となってしまう。
また今回用いたスピン Chern数は z軸周りのスピンの回転対称性がある限り、有限な値を取りう
る。一方で、時間反転対称性があれば Z2トポロジカル不変量が量子化する。この両者は少なくと
も 2つの対称性が保持される限りは等価であり、スピン Chern数の偶奇性は Z2トポロジカル不変
量と一致することに注意しなくてはならない。
4.2.3. 反強磁性トポロジカル絶縁相
本節では、トポロジカル絶縁相に対して電子間相互作用により現れる反強磁性転移について議論
することにしよう。この場合は、先ほどの議論とは異なり、変分クラスター近似によるWeiss場の
最適化を行い、反強磁性相の性質を明らかにする。そこで強相関極限U/tでの電子系の振る舞い
を議論するため、有効スピン模型について議論しよう。今の系では、最近接のホッピング積分か
らなるHamiltonianとしてかけるため、ホッピング t/Uに関して２次の摂動論から以下の有効スピ
ン Hamiltonianを得ることができる。
Heff =
∑
iαβ
∑
δ=±x,±y
{
[J⊥(δ)]αβSzi+δ,αSzi+δ,β + [J ‖(δ)]αβ(Sxi+δ,αSxi+δ,β + Syi+δ,αSyi+δ,β)
}
(4.15)
ただし、このときスピン演算子は Pauli行列σa (a = x, y, z)を用いて Saiα = 1/2
∑
σσ′ c†iσ [σ
a ]σσ′ciσ′
とし、σ =↑, ↓は α = 1, 2はスピン・軌道のインデックスとする。また、スピンごとに符号の異な
るホッピング積分をもつため、スピン間相互作用はボンドの方向 δ = ±x,±yによって異なるスピ
ン異方性を持つ。このとき、スピン間相互作用の係数は
J⊥(δ) =
(
4t2/U 4λ2/U
4λ2/U 4t2/U
)
, J ‖(δ) =
(
4t2/U −4λ2/U(δδ,±x − δδ,±y)
−4λ2/U(δδ,±x − δδ,±y) 4t2/U
)
(4.16)
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Fig. 4.6.: CPTによって計算されたスピンChern数のHubbard相互作用U/tに対する依存性。U/t <
4.4(U/t > 4.4)はそれぞれトポロジカル非自明 (自明相)となり、スピンChern数は 1(0)と
なる (Fig. 4.5)。また、トポロジカル相転移点U/t = 4.4直上では波数 k = (0, pi), (pi, 0)で
1粒子 Green関数が特異点をもつため、スピン Chern数に発散が現れる。
で与えられる。ここで得られた有効スピン模型に対して、古典スピン解を考えよう。今、スピン
間相互作用に着目すれば、同一軌道間のスピン間相互作用はボンドによらず等方的であり、反強
磁性秩序となることがわかる。一方で、異種軌道間のスピン間相互作用に着目すれば、xy面内成
分はボンドの方向に応じて、強磁性的な相互作用と反強磁性的な相互作用もち、z軸成分に関して
はボンドの方向によらず反強磁性的な相互作用をもつことがわかる。したがって、t ′ = 0のとき
に現れる等方的な反強磁性相は軌道間のスピン軌道相互作用によって異方的となり、結果として
Fig. 4.7(c)のような z軸方向にスピンが交互に配列した反強磁性秩序が最安定な状態となる。また
このとき、秩序相の対称性に着目すれば、時間反転対称性を破るが、z軸周りのスピン回転対称性
を保つ。すなわち、スピン Chern数は秩序相であっても有意な値を持つ。
次に、VCAを用いて反強磁性秩序について調べることにしよう。そこで上述の反強磁性相に対
応するWeiss場 Hh を以下で導入する。
Hh = h
∑
jασσ′
eiQ·r j c†jσ[σz]σσ′cjσ′, Q = (pi, pi). (4.17)
このとき、rj はサイト j の座標とした。
Fig. 4.7(a)は変分クラスター近似によって計算されたグランドポテンシャル汎関数Ω[Σ]のWeiss
場依存性を示す。図からもわかるように、拡張 BHZ模型ではU = Uc = 3.54tで反強磁性相に相転
移する。しかし、グランドポテンシャルの相互作用依存性から明らかであるように、相転移の次
数はDMFTとは異なり連続相転移 (２次)となることがわかる。次に、局所磁気モーメントとスピ
ン Chern数について議論しよう。そこで上記のWeiss場に対応した局所磁気モーメントを以下で
導入する。
mz =
1
L
Tr[eiQ·r jσzG] (4.18)
ただし、Trは松原周波数 iωn、端数 p、スピン及び軌道に対して和を取るものとする。Fig. 4.7(b)
では局所磁気モーメントmz 及びスピン Chern数の相互作用依存性を計算した。ただし、このとき
反強磁性相を仮定したグランドポテンシャルの停留値を用いてスピン Chern数及び局所磁気モー
メントの計算を行ったことに注意する。この結果からもわかるように、相互作用U/tを大きくす
るにつれて、先にU/t = 3.54で２次の反強磁性相転移が起こり、さらに相互作用を大きくすると
U/t = 3.87でトポロジカル相転移が起こることがわかる。このとき、1粒子スペクトラムを見たも
のが Fig. 4.8となる。Fig. 4.8(a)(b)(c)はそれぞれ、U/t = 3.54 (磁気相転移点)、3.87 (トポロジカル
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Fig. 4.7.: (a)反強磁性相転移付近U/t = 3.54付近での各U/tに対するグランドポテンシャル汎関数
ΩのWeiss場に対する依存性。反強磁性秩序を安定解とするグランドポテンシャルを赤線
で示し、非磁性相を安定解とするグランドポテンシャルを青線で示す。(b)変分クラスター
近似によって計算された反強磁性局所磁気モーメントmz(赤線)およびスピンChern数 (緑
線)を示す。またインセットは反強磁性相転移点付近の拡大図であり、U/t = 3.54 − 3.87
の領域は反強磁性トポロジカル絶縁相。(c)拡張 BHZ模型の強結合極限において最安定
となる磁気秩序相のスピン配列。この時、実線は同種軌道間に働く反強磁性的なスピン間
相互作用 ∼ 4t2/Uを持ち、破線は異種軌道間に働くスピン間相互作用 ∼ 4t ′2/Uを示す。
相転移点)、4.0 (反強磁性相)に対応する。この結果からもわかるように、相互作用がない場合と
同様にバルクギャップ及びギャップレスな表面状態が喪失する点でスピン Chern数が 0となるト
ポロジカル相転移が起こることがわかった。また、反強磁性相転移点ではギャップレスな表面状
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態は残り、それを特徴づけるスピン Chern数は有限となることがわかった。2 したがって、1粒子
スペクトルやスピン Chern数の結果からも示唆されるように、今の系ではトポロジカル絶縁体 (量
子スピンHall絶縁体)と反強磁性相の共存相 (トポロジカル反強磁性相)が実現する。このように、
拡張 BHZ模型でのVCAの計算結果は本質的にはDMFTの先行研究と定性的には矛盾しないこと
がわかった。しかし、反強磁性相転移は DMFTとは異なり２次の相転移となることがわかった。
一般に、DMFTの計算では自己エネルギーは周波数依存性のみを取り込む近似であり、波数依存
性を無視される。これにより、1粒子スペクトルは自己エネルギーにより全波数空間で一様に相互
作用が繰り込まれるため、トポロジカル相転移に起因する。また、DMFTで無視される空間的な
量子揺らぎの無視は反強磁性秩序化を抑制する効果として働く。VCAとDMFTの結果は単純に比
較することはできないが、少なくとも自己エネルギーに関する DMFTと VCAの本質的な違いは
トポロジカル相転移や反強磁性相転移にに関して異なる振る舞いを示すことが一般に期待できる。
本研究結果はそのような違いを示唆する結果であり、参照系のクラスター内部で取り込まれる空
間相関効果による反強磁性的なスピン相関の抑制によって、転移の次数に変化が現れたと言える。
4.2.4. まとめ
この研究では VCAを用いることにより、拡張 BHZ模型における Hubbard相互作用の効果を議論
した。特に、磁気秩序相がもつスピン空間での対称性により、トポロジカル絶縁相と反強磁性相
の間に共存相が発現することが明らかとなった。この際、1粒子スペクトラムだけでなくスピン
Chern数、局所磁気モーメントを用いることにより、相転移点の決定を行った。また、この研究で
は先行研究のDMFTとの比較を行った。その結果、共存相に関して定性的な性質は変わらないが、
転移の次数は先行研究とは異なる 2次の連続相転移となることがわかった。この結果はDMFTで
2 反強磁性相でのトポロジカル相転移について平均場近似を用いて議論しよう。このとき、平均場近似を用いれば
Hubbard相互作用は次のように書くことができる。
U
∑
jα
njα↑njα↓ ∼U
∑
jα
{
njα↑ 〈njα↓〉 + 〈njα↑〉 njα↓ − 〈njα↑〉 〈njα↓〉
}
=U
∑
kασ
{ nα
2
c†
kασ
ckασ + σ
mα
2
c†
kασ
ckασ +
n2α − m2α
4
}
(4.19)
ただしこのとき平均場は以下で定義する。
〈c†
jασ
cjασ〉 = nα2 + σ
mα
2
eiQ·r j , n1 + n2 = 2, mz = m1 + m2. (4.20)
これより、平均場 Hamiltonianは以下で書ける。
HMF =
∑
k∈RBZ
cˆ†
kσ
©­­­­«
1σ(k) +Un1/2 Um1σ/2 Γσ(k) 0
Um1σ/2 1σ(k +Q) +Un1/2 0 Γσ(k +Q)
Γ
†
σ(k) 0 2σ(k) +Un2/2 Um2σ/2
0 Γ†σ(k +Q) Um2σ/2 2σ(k +Q) +Un2/2
ª®®®®¬
cˆkσ (4.21)
ただし、cˆT
kσ
= (ck,1σ, ck+Q,1σ, ck,2σ, ck+Q,2σ)、Γσ(k) = 2t ′(σ sin kx − i sin ky)、α(k) = α + 2tα(cos kx + cos ky)と
したことに注意する。これより、波数 k = k˜ = (0, pi), (pi, 0)付近での 1粒子 Green関数を計算すれば、以下で書ける。
Gασ(iωn, k˜) = −
∫ β
0
dτ eiωnτ 〈Tτ
{
ck,ασ(τ)c†k,ασ
}〉
=
1
iωn + µ − α −Unα/2 − U
2m2α/4
iωn+µ−α−Unα/2
=
1
2
( 1
iωn + µ − α −Unα/2 −Umα/2 +
1
iωn + µ − α −Unα/2 +Umα/2
)
(4.22)
したがって、波数 k = k˜ = (0, pi), (pi, 0)付近の有効的な軌道の準位は ˜α,± = α +Unα/2 + ±Umα/2となる。これよ
り、Fig. 4.8における波数 k = k˜ = (0, pi), (pi, 0)付近の 4本のスペクトラムは反強磁性的なスピン揺らぎを背景とし
た 1粒子励起となっていることがわかる。また、これら 4本のスペクトラムのうち２本が準位交差することにより、
トポロジカル相転移が引き起こされることがわかる。
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Fig. 4.8.:反強磁性秩序を仮定した場合に変分クラスター近似によって計算された 1粒子スペクト
ル [左図:周期境界条件 (バルク)、中図:開境界条件 (エッジ)、右図:周期境界条件における
状態密度]。上から (a)U/t = 3.54(磁気相転移点)、(b)U/t = 3.87(トポロジカル相転移点)、
(c)U/t = 4.0(反強磁性相)での結果を示す。
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は取り扱うことのできない空間相関効果を示唆する。具体的には自己エネルギーによる波数依存
性や反強磁性的なスピン相関によるトポロジカル相転移や反強磁性相転移への寄与が問題となる。
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Chapter 5
対称性によって保護された量子相における量子エンタングル
メント
5.1. ボンド交替のあるHaldane相におけるエンタングルメント
5.1.1. 反強磁性 Heisenbergスピン鎖の先行研究
Haldane相の発見以来、これまで数多くの数値計算や解析的手法により整数スピンを持つ反強磁性
Heisenberg鎖の研究がなされてきた [26, 27, 30–32, 34–36, 38–40, 44, 45, 47, 55, 56, 95–107]。本研
究では Haldane相のエンタングルメントスペクトラムを捻れ境界条件の観点から議論する。そこ
で本研究ではボンド交替相互作用と容易軸シングル・イオン異方性 (uniaxial single ion anisotropy)
をもつ整数スピン Heisenbergスピン鎖を考察する。
H = J
L∑
j=1
[
1 + (−1)jδ
]
Sj · Sj+1 + D
∑
j
(Szj )2 (5.1)
このとき Jとして反強磁性スピン相互作用 (> 0)を考える。ボンド交替 δは１サイトの並進対称性
を自明に破り、ダイマー化相転移を引き起こす。容易軸シングル・イオン異方性 Dは自明にスピ
ンの SU(2)対称性を破り、Néel相やXY相等の様々な量子相を導く。本研究では主として S = 2, 3
の場合について議論を行う。。そこで今後の議論の見通しを良くするため、以下では磁気異方性、
ボンド交替をもつスピン S = 1をもつ反強磁性 Heisenbergスピン鎖に関して先行研究をまとめて
おこう。
磁気異方性による効果
量子スピン系における磁気異方性として Isingスピン相互作用 ∆、容易軸シングル・イオン異方性
D、外部磁場 Hzもしくは交替磁場 λがしばしば考察される。各相互作用はそれぞれ以下で書ける。
H∆ = J∆
∑
j
Szj S
z
j+1, HD = D
∑
j
(Szj )2, Hz = Hz
∑
j
Szj , Hλ = λ
∑
j
(−1)jSzj
これら相互作用は SU(2)対称性を破ることで、基底状態として様々な相を導く。その代表的な例
として Isingスピン相互作用と容易軸シングル・イオン異方性を持つ S = 1スピン鎖がよく知られ
る [37]。このとき基底状態はHaldane相、large-D相、２種類のXY相およびNéel相の５つの相で
構成されており、以下の結果が知られている。Dが十分に大きい領域では基底状態が各サイトの
状態 |Sz = 0〉の一様な直積で書ける large-D相を導く。一方、Dが十分に小さい領域ではHaldane
相を実現する。しかしいずれの基底状態も有限のギャップを持つ空間的に一様な基底状態であり、
それらは多くの共通点を持ち、これら２相間の相転移はスピンギャップを閉じる Gaussian転移と
なる。∆が正の大きい領域では系は強い Ising異方性により |Sz = ±1〉が交互に並ぶNéel相が実現
する。このとき D/J,∆ → ∞ となれば、large-D相と Néel相は古典的な基底状態として書け、そ
63
5.1ボンド交替のある Haldane相におけるエンタングルメント
れぞれのエネルギーは 0,N(D − J∆)となる。しかしこのとき、２相間の相転移が古典スピン的な
1次相転移となるか、それとも量子ゆらぎによって２次の Ising相転移となるかは必ずしも自明で
はないことに注意する。[37]での厳密対角化による数値計算によれば、large-D相とNéel相の間の
相転移の次数は１次となり、Haldane-Néelの相転移が 2次の Ising相転移となって、さらにそれら
相転移線が３重臨界点として合流することが交替磁化の２乗の有限サイズスケーリングなどから
確かめられている。1また、∆が負の大きい領域では、z軸方向にスピンが並んだ強磁性相が実現す
る。この際、強磁性相への相転移の次数は１次となる。また ∆が小さい領域では、容易軸に垂直
な面内での異方性によりXXZ模型となる。このため新たに面内方向にスピンが反強磁性的に並ん
だ XY相が発現する。このとき、XY相は準長距離秩序であり、Haldane-XY, Large-D-XYの相転
移はBerezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT)転移 [108–110]によって記述される。また Schulzによっ
て予想されたようにこの系では２種類の XY相を持つ [111]。片方の XY相は D = 0の XXZ模型
における XY相と連続的につながる量子相であり、このときの最低エネルギー励起は Sz = ±1と
なる。このことは 〈S+i S−j 〉の冪関数的な減衰として確認できる。もう一方のXY相では最低エネル
ギー励起が Sz = ±2となる。両者の XY相の定性的な違いは容易軸シングル・イオン異方性の大
きさ |D |に対して局所的な状態が完全分極した |Szj = ±S〉と分極のない |Szj = 0〉のどちらがエネル
ギー的に安定かという問題に帰結する。実際に |D |が大きい領域で完全分極した |Szj = ±S〉状態を
スピン 1/2とみなすことで以下の有効 Hamiltonian:
Heff =
∑
j
[
1
2|D | (S
+
j S
−
j+1 + S
−
j S
+
j+1) +
( 1
|D | + 4∆
)
Szj S
z
j+1
]
(5.2)
を導出することができる。したがって、|D |が大きい領域では完全分極した |Szj = ±S〉が有効的な
スピン 1/2の XXZ模型として振る舞い、特に Jz < 0 では局所的に完全分極した XY相を実現す
る。またこのとき Sz = ±1の励起、すなわち |Sz = 0〉となる励起は有限のギャップ (∼ D)を持つの
で 〈S+i S−j 〉 は指数関数的に減衰する。一方で Sz = ±2の励起に対応する 〈(S+i )2(S−j )2〉 は冪関数的な
減衰を示す。一般に BKT転移の相境界を決定するのは困難であるが、level spectroscopyを用いた
解析を組み合わせることで相境界の決定が可能となる。
ところで外部磁場を持つ場合、量子スピン系では磁化プラトーに現れる量子相の発現性が問題
となる。単純な S = 1スピン鎖ではHaldane相や large-D相以外に空間一様なギャップフル量子相
を持たないため、磁化プラトーは問題とならない。しかし S = 1より大きいスピン鎖もしくはスピ
ン梯子系、2次元量子スピン系では (2.85)でかけるような強磁性VBS相 [27, 30]の一般形として、
磁化プラトーを記述する様々なギャップフル量子相の発現性が期待されている [112–116]。
ボンド交替による効果
ボンド交替のあるスピン系では自明に並進対称性を破るため、直接ダイマー化することが期待され
る。しかし実際には、S = 1ではHaldane量子相が有限のギャップを持つため、半整数スピンの場
合とは異なり、ボンド交替 δが有限の値でダイマー化相転移が起こる [35, 37]。このとき、スピン
1 Large-D-Néelおよび Haldane-Néel相転移を決定するのにあたって [37]では２つの方法を用いられている。一つは交
替磁化の 2 乗の期待値を計算する方法であり、もう一つは現象論的繰り込み群 (Phenomenological Renormalization
Group, PRG)と呼ばれる手法である。後者は周期境界条件における最小の励起エネルギー ∆E を用いた有限サイズ
スケーリングの手法である。有限系では Néel相の基底エネルギーの自明な縮退は解かれており、系のサイズに対し
て指数関数的に減少する励起ギャップを持つ。一方、Large-D相、Haldane相では有限の励起ギャップを持ち、した
がって N∆E(N)は N に対して増加する。すなわち PRGは、N∆E が減少的か増加的かの差異を調べることによっ
て Néel相と Large-D,Haldane相の区別を可能とする手法といえる。具体的には連続する系のサイズ N ,N + 2に対し
て N∆E(N)のパラメータ空間での交点 J(N, N + 2)を求め、サイズ N + 1に関する外挿により相転移点が決定する
ことができる。実際に、どちらの方法で得られた相転移点もほぼ厳密に一致することが数値的に確かめられており、
その手法の適用性は明らか。一般に、この手法は Haldane-Néel、large-D-Néelの相境界を決定する場合にとても強
力な手法となるが、XY相との相境界を決定する場合にはギャップのサイズ依存性が対数補正を受けるためうまく
いかない。これは相境界が BKT転移となることを反映するが、level-spectroscopyによる手法を用いることでこの問
題を解決する [40]。
64
5対称性によって保護された量子相における量子エンタングルメント
ギャップを閉じる Gaussian転移となる。またこのとき系がボンド反転対称性を破らない。すなわ
ち、対称性によってHaldane相におけるギャップが保護されるためボンド交替に対して安定に存在
できるという点が重要である。これまでボンド交替のある Heisenberg反強磁性スピン鎖模型に対
して、Ising異方性、容易軸シングル・イオン異方性を持つ系の相図が知られている [35, 37]。Ising
異方性とボンド交替からなる系の場合は前節の議論と同様に Ising異方性がNéel相およびXY相を
導く。またこのとき現れる dimer相はHaldane相との間にGaussian転移、Néel相との間に Ising転
移、XY相との間にBKT転移を示すことが確認されている。前節で議論したように、これは large-D
相と dimer相がトポロジカルな意味では等価であることを意味する。実際にこのことは容易軸シン
グル・イオン異方性を導入した模型で large-D相と dimer相の間が相転移することなく連続的につ
ながることからも確認できる。またトポロジカルに異なるHaldane相と large-D相の間はGaussian
転移の有無によって明確に区別される。
ところで、ボンド交替のある系と同じく並進対称性を破る交替磁場の場合は状況が全く異なる。
このとき交替磁場は、前節で議論したHaldane相を保護する対称性 (時間反転対称性、反転対称性、
dihedral group)をすべて破ることに注意する。すなわち、Ising異方性 ∆と交替磁場 λを持つ S = 1
スピン鎖では Haldane相と Néel(AF)相は本質的に区別できなくなる。2また、Haldane相が直積状
態であるNéel(AF)相と区別できなくなるならば、結果として SPT相に特徴的なギャップレスな端
状態も失われる。ところで large-D相も同様に直積状態で書ける"自明"な相となるが、この両者が
トポロジカルに同じ相 (=連続的に接続可能)かどうかは必ずしも自明ではない。実はこのような場
合であっても SPT相は定義可能であり、このときにはサイト中心の反転対称性が重要な役割を果
たす [47, 107]。実際にこの量子相が異なることは、容易軸シングル・イオン異方性 DをのNéel相
に対して導入した模型に現れる、large-D相へのGaussian転移として確認することができる。しか
しこれら量子相はあくまで直積状態でかける自明な量子相であり、エンタングルメントスペクト
ラムや端状態にトポロジカルな縮退構造は現れない。このような量子相は「対称性によって保護
される自明な相」[Symmetry-protected trivial (SPt) phase]と呼ばれる。3一般に量子相を分類する上
で、このような量子相を含めた SPT相は「短距離エンタングルメント (Short-range entangled)相」
と呼ばれるより広い量子相として分類される。ここでは、(対称性を課さない任意の)局所ユニタ
リー変換に対して波動関数が自明な直積状態と断熱的につながるという性質が重要であり、自発
的に対称性が破れた量子相もここに含まれる [117]。
さてここまでは S = 1スピン鎖の問題を考えてきたが、S > 1スピン鎖では中間相の存在が問
題となる。特にボンド交替を持つスピン系では、S = 2Haldane相と完全にダイマー化した量子
相との間に中間相が発現する。このとき自明に局所対称性を破ることなく連続的なトポロジカル
相転移が引き起こされる。この点に関しては、反強磁性 Heisenbergスピン鎖の半古典近似である
O(3)NLSMを考えれば明らかであり、ボンド交替に対するトポロジカルΘ項の離散的な変化が重
大な寄与を与える。一方、容易軸シングル・イオン異方性 Dが作る中間相"intermediate-D phase"
の存在もOshikawaによって予言されており、現在まで様々な数値計算によってその存在が調べら
れている。しかし、Ising異方性や容易軸シングル・イオン異方性からなる単純な量子スピン鎖に
対して、未だそのような中間相について決着は着いていない [39, 98, 105, 106]。これは、スピン S
が大きくなるにつれて、スピンギャップが指数関数的に小さくなるため、Haldane相の相境界の数
値的な決定が困難となることを反映する。
5.1.2. ボンド交替のある系の SPT量子相の分類
２サイト並進対称性とボンド反転対称性がある場合ある場合
本節ではまずボンド交替のある系のギャップフルな量子相を行列積状態 (MPS)を用いて分類する
ことにしよう。そこで以下では模型 5.1の持つ対称性に即してボンド反転対称性と２サイト並進対
2S=1/2の場合には Haldane相自体が存在しないため、Néel相は λ = 0を境界に Gaussian転移と一次相転移のいずれ
かが起こる [40]。
3ただし、SPT相の一種であることには変わらない。
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称性と持つMPSを考察する。
|ψ〉 =
∑
i1,i2, · · · ,i2N
Tr
[
ΛAΓAi1Λ
BΓBi2 · · ·ΛAΓAi2N−1λBΓBi2N
]
|i1, i2, · · · , i2N 〉 (5.3)
このとき Λa(a = A, B)は正の χa × χa 行列とし ΓA,ΓB はそれぞれ χA × χB, χB × χA行列とする。
また、系のサイズを L = 2Nとし、inはサイト nの物理的な状態に対応する。また行列積状態とし
て以下条件を満たす行列積状態 [10]を仮定する。
Tr
[
(ΛA)2
]
= Tr
[
(ΛB)2
]
= 1, (5.4)
またこのとき、転送行列は単位行列をベクトルの成分にもつ∑
m
ΓAΛBΛB(ΓA)† =
∑
m
(ΓB)†ΛAΛAΓB = IχB, (5.5)∑
m
ΓBΛAΛA(ΓB)† =
∑
B
(ΓA)†ΛBΛBΓA = IχA . (5.6)
このとき、Iχa は χa × χaの恒等行列とする。また条件式 (5.4)はエンタングルメントスペクトラム
に対する規格化に対応し、(5.5),(5.6)は転送行列の最大固有値を 1に規格化する。さらにMPSは純
粋な状態を記述するものと仮定し、転送行列の最大固有値は１で他に縮退を持たないものとする。
次にボンド中心の空間反転対称性を考えよう。基底状態は反転操作に対して不変であるので、Λa
と交換可能なユニタリー行列UaP が存在する。4
(ΓAm)T = eiθ
A
P (UBP )†ΓBmUAP (5.7)
(ΓBm)T = eiθ
B
P (UAP )†ΓAmUBP (5.8)
このとき θaP は任意の位相とした。上式を２回使えば次式が得られる。∑
m
ΓAmΛ
BUBP (UBP )∗ΛBm(ΓAm)† = e−i(θ
A
P+θ
B
P )UAP (UAP )∗ (5.9)∑
m
ΓBmΛ
AUAP (UAP )∗ΛAm(ΓBm)† = e−i(θ
A
P+θ
B
P )UBP (UBP )∗ (5.10)
このとき条件 (5.5)(5.6)を用いた。MPSは純粋状態となる仮定より、UaP(UaP)∗ = eiφ
a
P Iχa , 2(θAP+θBP) =
0 mod 2piがわかる。また (5.9),(5.10)に代入すれば以下の関係式が得られる。
θAP + θ
B
P − φAP + φBP = 0 mod 2pi. (5.11)
したがって２サイト並進対称性とボンド反転対称性を持つ今の系は (5.11)より、以下の４つの量
子相に分類可能であることが分かる。
(θAP + θBP, φAP, φBP) = (0, 0, 0), (0, pi, pi), (pi, 0, pi), (pi, pi, 0). (5.12)
特に large-D相は、すべての行列 Γa,Λa,UaPが単純なスカラーとして書ける点から (θAP+θBP, φAP, φBP) =
(0, 0, 0)に属することが分かる。
4 サイト中心の空間反転対称性を保つ場合には各サイトの行列に対して、対称操作を考察する必要がある [47, 107]。
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(m,n)-type VBS相と SPT相の対応関係
また他の 3つの相も (m, n)-type VBS相を用いることにより具体的に記述できる。以下ではこの点
について明らかにしておこう。そこでまず (m, n)-type VBS相 (2.81)を行列積状態で書けば、
|ψ(m,n)〉PBC =
∑
i1,i2, · · · ,i2N
Tr
[
gAi1g
B
i2
· · · gBi2N
]
|i1, i2, · · · , i2N 〉 . (5.13)
となる。このとき、行列 ga
l
は以下で与えられる。{
gAl
}
q,p
= (−1)n−q√n−q+pCp m−p+qCq δl=(n−m)/2−q+p (5.14){
gBl
}
p,q
= (−1)m−p√m−p+qCq n−q+pCp δl=(m−n)/2−p+q (5.15)
このとき、p,qは 0 ≤ p ≤ m,0 ≤ q ≤ nを満たす。また規格化因子は重要ではないので無視した。
次にユニタリー行列 uA,uBを次式で導入する。{
uA
}
qq′ = (−1)qδq+q′=n (5.16){
uB
}
pp′ = (−1)pδp+p′=m (5.17)
このとき 0 ≤ p, p′ ≤ m, 0 ≤ q, q′ ≤ nとした。上で与えたユニタリー行列 uA,uBは以下の関係式を
満たすことに注意する。5 {(uB)†gBl uA} p,q = (−1)m(gAi )Tp,q (5.18){(uA)†gAl uB}q,p = (−1)n(gBi )Tq,p (5.19)
したがって上式と式 (5.7)(5.17)の対応関係から、ei(θAP+θBP ) = (−1)n+m = (−1)2S がわかる。また式
(5.16)(5.17)より eiφAP = (−1)m,eiφBP = (−1)n が読み取れる。以上より、整数スピンを持つ (m, n)-
type VBS相は m,nが偶数であるとき (θAP + θBP, φAP, φBP) = (0, 0, 0)となり、m,nが奇数であるとき
(θAP + θBP, φAP, φBP) = (0, pi, pi)となる。また半整数スピンを持つ (m, n)-type VBS相はmが奇数 [偶数]、
nが偶数 [奇数]であるとき、(θAP + θBP, φAP, φBP) = (pi, pi, 0) [(pi, 0, pi)]が分類される。特に系が空間一
様で１サイトの並進対称性を回復すれば、(θAP + θBP, φAP, φBP) = (0, 0, 0), (0, pi, pi)なる量子相は even-
Haldnane(EH)相 (large-D相, S = 2Haldane相)および odd-Haldane(OH)相 (S = 1, 3Haldane相)にそ
れぞれ連続的に接続される。また半整数スピンを持つ (m, n)-type VBS相は系が空間的に一様であれ
ば (ボンド交替がなければ)消失する。ただし、強磁場中であれば半整数スピンであっても空間一様
な強磁性VBS相 [27, 30]は存在可能であり、このとき量子相は (θAP + θBP, φAP, φBP) = (0, 0, 0), (0, pi, pi)
に分類される。実際に、(2.130)は (θAP + θBP, φAP, φBP) = (0, pi, pi)となることに注意する。
5 以下では式 (5.18)(5.19)を具体的に確認しておこう。その前に以下に注意する。
n−q+pCpm−p+qCq = n−q+pCn−qm−p+qCm−p
これより行列 ga の各成分は次式を満たす。{
gA
}
n−q,m−p = (−1)q
√
m−p+qCqn−q+pCpδl=(m−n)/2−p+q = (−1)m−p+q
{
gB
}T
q,p{
gB
}
m−p,n−q = (−1)p
√
n−q+pCpm−p+qCqδl=(n−m)/2−q+p = (−1)n−q+p
{
gA
}T
p,q
これよりユニタリー行列 ua を用いれば、{(uB)†gBl uA} p,q = (−1)n−q+m−p {gBl }m−p,n−q = (−1)m{gA}Tp,q{(uA)†gAl uB}q,p = (−1)n−q+m−p {gAl }n−q,m−p = (−1)n{gB}Tq,p
となり関係式 (5.18)(5.19)が得られる。
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Fig. 5.1.:対称性によって分類される (m,n)-type VBS相の模式図。このとき、(θAP + θBP, φAP, φBP) を
書けば、左からそれぞれ (0, 0, 0),(0, pi, pi),(pi, 0, pi),(pi, pi, 0)でかけることに注意する。(0, 0, 0)
相はトポロジカル自明相に対応する。
5.1.3. エンタングルメントスペクトラムにおける境界条件依存性
反周期境界条件の行列積表示
本節では反周期境界条件の意味について行列積状態を用いた解析計算と密度行列繰り込み群によっ
て明らかにする。そこでまず初めに捻れた境界条件を課した (m, n)-type VBS相の行列表示を考え
よう。そこでは第２章の議論と同様にサイト 1と 2N 間のボンドで位相を pi捻る場合を考えよう。
反周期境界条件の (m, n)-type VBS相は Schwinger-Boson表示により (2.99)とかけることに注意す
れば、行列積状態は以下で書ける。
|ψ(m,n)〉APBC =
∑
i1,i2, · · · ,i2N
Tr
[
g˜Ai1g
B
i2
· · · gBi2N
]
|i1, i2, · · · , i2N 〉
=
∑
i1,i2, · · · ,i2N
Tr
[
UAtwg
A
i1
gBi2 · · · gBi2N
]
|i1, i2, · · · , i2N 〉 (5.20)
[g˜Al ]qp =
√
n−q+pCpm−p+qCqδl=(n−m)/2−q+p = [UAtwgAl ]qp (5.21)
ただしこのとき
{
UAtw
}
q,q′ = (−1)n−qδq,q′とした。上の状態に対して、ボンド中心の反転操作Sj →
S2N−j+1を考えれば、
P |ψ(m,n)〉APBC =
∑
i1,i2, · · · ,i2N
Tr
[(UAtw)T (gBi1 )T (gAi2 )T · · · (gAi2N )T ] |i1, i2, · · · , i2N 〉
=(−1)2SN
∑
i1,i2, · · · ,i2N
Tr
[
uAUAl (uA)†gAi1gBi2 · · · gBiN
] |i1, i2, · · · , i2N 〉 (5.22)
となる。また (5.16)より行列UAtw は以下の関係式：
uA
(
UAtw
)T (uA)† = (−1)nUAtw (5.23)
を満たす。以上より、(m, n)-type VBS相 (5.20)はボンド中心の反転操作 P: Sj → S2N−j+1に対して
反転パリティ (−1)n+2SN を持つことが分かる。この結果は Schwinger-Boson表示で行ったパリティ
の議論を単純に行列積状態を用いて書き直したものとなる。
一般の行列積状態における境界条件
さてここまでは (m, n)-type VBS相による具体的な計算であったが、一般の行列積状態に対して上
のパリティ量子数をもつ条件を一般化しよう。そこで上で議論したように一般の行列積状態に対
して境界条件は射影表現UAtw を挿入することによって次式で与えれられるものとする。
|ψ〉APBC ≡
∑
i1,i2, · · · ,i2N
Tr
[
UAtwΛ
AΓAi1Λ
BΓBi2 · · ·ΛBΓBi2N
]
|i1, i2, · · · , i2N 〉 (5.24)
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(5.23)との類似性から射影表現UAtw が以下の関係式:
UAP
(
UAtw
)T (UAP ) † = eiφAtwUAtw (5.25)
を満たすとき、行列積状態 (5.24)は空間反転パリティ eiφAtw を持つ。しかし、一般には条件式 (5.25)
を満たす射影表現は一意ではない。特にボンド中心の反転 Pの射影表現UAP を考えれば、条件式
(5.25)を満たす。
UAP
(
UAP
)T (UAP ) † = e−iφAPUaP (5.26)
すなわち、もし反転操作 Pに対して系が対称であるならば、射影表現UPが定義可能であり、それ
を挿入した行列積状態は反転パリティをもつことになる。ただし、反転操作の射影表現を挿入す
る物理的な意味付けは非自明であることに注意する。ところで、z軸回りの pi回転 Rz を系が持つ
ならば、UAtw として Rz の射影表現として選ぶことができる。この場合には直接、境界で位相を z
軸周りに pi捻る反周期境界条件に対応する。またこの際、空間反転パリティは対称性から決まる
トポロジカル不変量と同値であり、ボンド中心の反転対称性と２回回転対称性 Rz によって ±1の
２値に定まる。以下ではこの点を明らかにするため対称性 Rz に関する射影表現とパリティの関係
性について議論しよう。
回転対称性 Rz の射影表現とパリティ量子数
まず回転対称性 Rz の射影表現の導出を行う。Rz の射影表現をUAz として書けば、対称性 Rz を持
つ行列積状態は以下の関係式を満たす。
RzΓA = eiθ
A
z (UAz )†ΓAUBz , (5.27)
RzΓB = eiθ
B
z (UBz )†ΓBUAz , (5.28)
このとき便利のため添字mは無視した。上の式を２回用いれば、
(
Uaz
) 2 ≡ eiφaz Iχa が分かる。次に
ボンド中心の反転操作 Pおよび回転操作 Rz を作用すれば、次式が得られる。
PRzΓA = ei(θ
A
z +θ
A
P ) (UBz )T (UBP ) †ΓBUAP (UAz ) ∗ (5.29)
RzPΓA = ei(θ
B
z +θ
A
P ) (UBP ) † (UBz ) †ΓBUAz UAP (5.30)
今、PRzΓA = RzPΓAに注意すれば、以下の関係式が得られる。
ei(θ
A
z −θBz )ΓB = UBP
(
UBz
) ∗ (UBz ) † (UBz ) ∗ΓBUAz UAP (UAz )T (UAP ) † (5.31)
また Aについても同様に、
ei(θ
B
z −θAz )ΓA = UAP
(
UAz
) ∗ (UAz ) † (UAz ) ∗ΓAUBz UBP (UBz )T (UBP ) † (5.32)
が得られる。純粋状態の仮定より、Uaz U
a
P
(
Uaz
)T (UaP ) † は転送行列の固有ベクトルとなるので、
Uaz U
a
P = e
iφAz,PUaP
(
Uaz
) ∗ (5.33)
が分かる。今、関係式UaP = e
iφaP
(
UaP
)T およびUaz = eiφaz (Uaz ) † に注意すれば、
Uaz U
a
P = e
i(φAz,P+φaP−φaz ) (Uaz UaP )T (5.34)
となるから、以下の関係式を得る。
φaz,P + φ
a
P − φaz = 0, pi mod 2pi (5.35)
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このときUaz U
a
Pは combined symmetryRzPに対する射影表現であり、上の関係式は combined sym-
metryに関する SPT相の分類に対応する [45]。したがって、回転対称性 Rz により量子相は元の 4
種類から 4 × 2 × 2 = 16種類に分割されることがわかる。さらに式 (5.35)を変形すれば、Uaz に関
して以下の関係式が導かれる。
UaP
(
Uaz
)T (UaP ) † = ei(φaz −φaz,P )Uaz (5.36)
系がボンド中心の反転操作 Pに対して不変であるならば、φaP = 0, pi mod 2piとなるから、式 (5.35)
より関係式 φatw = φ
a
z − φaz,P = 0, pi mod 2piが自動的に導かれる。したがって、式 (5.24)との比較か
らも明らかであるように、UAtw をU
A
z として選べば、空間反転パリティ e
i(φaz −φaz,P ) = ±1が導かれ
る。特に odd-Haldan(OH)相であるとき、φaz,P + φ
a
P − φaz = 0かつ φaP = piとなることから、パリ
ティが奇であると分かる。また同様の議論をDihedral group D2を持つスピン系に対して実行すれ
ば、スピン反転パリティにトポロジカル不変量が現れることが分かる。このとき、スピン反転操
作は反周期境界条件の位相を捻るスピン量子化軸に対して直交する平面に関する鏡映操作として
定義する。また、時間反転対称性に対しても同様の議論を構成することができる [118]。
エンタングルメントスペクトラムの境界依存性
前節までは SPT相の分類と反周期境界条件における空間反転パリティの関係性について議論して
きた。本節ではさらにエンタングルメントスペクトラムと空間反転パリティの関係性について数
値計算と合わせて議論することにしよう。本節では、エンタングルメントスペクトラムとして Fig.
??のように系を空間的に部分系 A,Bに２等分した場合を考える。以下では境界条件として周期境
界条件と反周期境界条件を考える。一般のねじれた境界条件では時間反転対称性だけでなく空間
反転対称性を自明に破り、周期境界条件、反周期境界条件である場合にみ有用な値をもつ。本節
ではエンタングルメントスペクトラムにおける縮退構造と境界条件との関連性についていくつか
証明を行うことにする。次節ではその結果を利用して、計算結果との比較を行う。
まず初めに周期境界条件の場合について考えることにしよう。この時、基底状態が以下の性質
を満たすことに注意する。
1. 系は SU(2)対称性を持つ。
2. 基底状態は Stot = 0をもつ。
この条件の下で基底状態は一般に次式で書ける。
|ψ〉 =
∑
s
as |S = 0,M = 0; SA = s, SB = s〉 (5.37)
このとき S,M ,SAおよび SBはそれぞれS2tot ,S
z
tot ,S2AおよびS
2
Bに対応する量子数であるとした。ま
た Stot = 0より合成スピンの性質から、部分系 SA, SB のスピン角運動量が等しく取れることに注
意する。今、Clebsch-Gordan係数
〈s,m, s,−m|0, 0; s, s〉 = (−1)s−m/
√
2s + 1 (5.38)
注意すれば、式 (5.37)は
|ψ〉 =
∑
s
s∑
m=−s
(−1)s−m√
2s + 1
as |s,m〉A |s,−m〉B . (5.39)
と書くことができる。これより、部分系 Bについて和を取り、縮約密度行列を計算すれば、
ρA =
∑
s
a2s
2s + 1
s∑
m=−s
|s,m〉A |s,m〉A . (5.40)
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がわかる。したがって、縮約密度行列は SA = sのみに依存し、SzA = mには依存性を持たないこと
がわかる。また、ここまでの議論では上の (i)(ii)について課したのみであり、境界条件は周期的で
あっても、解放端を持っていても結果は変わらないことに注意する。他方で、系が強磁性相とな
る場合には Sz
A
に依存したエンタングメントスペクトラムが現れる [104]。この場合には条件 (ii)が
破れることになる。
次に、反周期境界条件について考えることにしよう。この場合にはスピンの回転対称性を自明に
破るため、先ほど証明した結果を直接用いることはできない。そこで以下では反周期境界条件をも
つ場合のエンタングルメントスペクトラムについて考える。ここでは前節で定義した反転対称性
が重要な役割を果たす。そこで、等しく分断された部分系 A,Bを考えることにしよう。このとき、
反転対称性 Pを持てば、それぞれの部分系の各状態は以下の関係式で結びつけることができる。
P |2 j〉A = |2 j − 1〉B , P |2 j − 1〉B = |2 j〉A (5.41)
このとき、状態 |i〉A(|i〉B)は部分系 A(B)の正規直交な基底であるとし、2 j,2 j − 1は各々の基底状
態を特徴付けるラベルであるとする。このとき、波動関数を書けば、一般に次のように書くこと
ができる。
|ψ〉 =
∑
i, j
ci j |2i〉A |2 j − 1〉B (5.42)
ただし、係数は ci j は複素数であるとし、規格化条件
∑
i, j |ci, j |2 = 1を満たすものとする。今、波
動関数にボンド反転操作を行えば、次のように書くことができる。
P |ψ〉 =
∑
i, j
ci j |2 j〉A |2i − 1〉B
=
∑
i j
cj,i |2i〉A |2 j − 1〉B (5.43)
ところで、今、波動関数は反転対称性を持つことからパリティ η = ±をもつ。これより、係数 ci j
は関係式 ci j = ηcji を満たす。ところで、今 Parityが奇となる場合を考えよう。このとき、係数 ci j
は複素反対称行列として書くことができる。一般に複素反対称行列は 2 × 2行列にブロック対角化
可能であり、eiφiσy とかけることに注意すれば、波動関数は次のように書き直すことができる。
|ψ〉 =
∑
k
λkeiφk (|k, 1〉A |k, 2〉B − |k, 2〉A |k, 1〉B) (5.44)
ただし、このとき |k, 1〉A(B),|k, 2〉A(B) は正規直交な基底であるとし、λk は任意の実係数であると
し、規格化条件 2
∑
k λ
2
k
= 1をみたすものとする。これより縮約密度行列を計算すれば、
ρA = TrB |ψ〉 〈ψ | =
∑
k
λ2k(|k, 1〉A 〈k, 1|A + |k, 2〉A 〈k, 2|A) (5.45)
となり、エンタングルメントスペクトラムに２重縮退を持つことがわかる。
ダイマー相転移におけるエンタングルメントスペクトラム
本節では先程導出した境界条件とエンタングルメントスペクトラムの関係について議論するため、
ボンド交替のある反強磁性 Heisenbergスピン鎖に対する DMRGを用いた数値解析を行う。ただ
し、エンタングルメントスペクトラムを計算する部分系として、Fig. ??(b)を用いることにする。
このとき、用いられる分割は (m, n)-type VBS相の強いボンドと弱いボンドを切断するような分割
となることに注意する。また以下では簡単のため、S = 2の場合について考えることにする。
Fig. 5.2はボンド交替 δに対するエンタングルメントスペクトラムを示す。このとき、系のサイ
ズとして L = 50を用いた。周期境界条件である場合、Fig. 5.2(a)よりエンタングルメントスペク
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Fig. 5.2.: S = 2反強磁性Heisenberg鎖におけるエンタングルメントスペクトラムのボンド交替 δに
対する依存性。(a)周期境界条件の場合。(b)反周期境界条件の場合。(c)(b)に対して交替
磁場 λ = 0.001J [式 (5.2)参照]を加えた場合。ただし系のサイズを L = 50とした。また、
交替磁場はボンド中心の反転対称性だけでなく、Haldane相を保護するすべての対称性を
破ることに注意する。したがって、(c)は SPT相の不在に対応し、自明相に向かってエン
タングルメントスペクトラムの断熱的な変形を示す。
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トラムは連続的に変化することがわかる。これは有限系においてエンタングルメントスペクトラ
ムの縮退性が相関長に依存するためであり、無限系を扱わない限り縮退は厳密とならないことを
反映する。この点については VBS相を用いた解析計算からも厳密に確認することができる [102,
103]。一方で近接したエンタングルメントスペクトラムの本数に着目すれば、δ = 0.0では ξ < 4.0
以下のスペクトラムは縮退したものを含めて 9 = (5 + 3 + 1)存在する。特に、この９本のスペクト
ラムに着目すれば、δが大きくなるに連れて、δ = 0.2, 0.55付近で他のスペクトラムに対して大き
く引き離される様子を見ることができる。この結果は、相転移点の存在を特徴付ける結果であり、
実際にエンタンエントロピーを見れば、系のサイズが大きくなるほど対数的な発散を示すことを
確認することができる。これについては次節で見ることにする。この結果からも示唆されるよう
に、周期境界条件におけるエンタングルメントスペクトラムは系の量子相転移を反映して、スペ
クトラム構造が変化していくことがわかる。ところで、この議論で用いた 9本のスペクトラムは
系の表面状態の数に対応する。今の系の (m, n)-type VBS相の分割 [Fig. ??(b)参照]に着目すれば、
必ず表面に自由な (m + 1)/2,(n + 1)/2スピンを持つ。したがって、状態数は (m + 1)(n + 1)となる。
δ = 0である場合、基底状態は当然、S = 2のHaldane相 [(2,2)-VBS]となるので、(2+ 1)(2+ 1) = 9
となり、表面状態の本数とスペクトラムの本数の対応関係がわかる。実際に δを増やしていった
場合を考えれば、近接するスペクトラムの本数は 9、8、5と減っていくことがわかる。この場合
にも、8 = (1 + 1)(3 + 1)、5 = (0 + 1)(4 + 1)より、(2, 2)-VBS相が δを増やすごとに (3, 1)-VBS相、
(4, 0)-VBS相と徐々に変化することを確認することができる。
次に Fig. 5.2(b)の反周期境界条件の場合について議論する。この場合には周期境界条件の場合
とは異なった縮退構造が現れる。またエンタングルメントスペクトラムのボンド交替依存性に着
目すれば、周期境界条件とは異なり δ = 0.2, 0.55付近で急激にスペクトラム構造の変化を見ること
ができる。これは、前節に述べた空間反転パリティを反映する結果であり、異なるパリティをも
つ量子相の準位交差を反映する。一方で、先ほどと同様に近接したスペクトラムの本数に着目す
れば、ξ < 3.5のスペクトラムは周期境界条件と同様に 9,8,5といった変化が現れる。この結果か
らも明らかであるように、スペクトラムの縮退構造は異なるとはいえ、(m, n)-type VBS相を反映
した表面状態の縮退構造が現れることがわかる。
次に、(m, n)-VBS相に対する交替磁場の効果を議論することにしよう。このとき交替磁場は以
下で定義されるものを用いることにする。
H ′ =
∑
j
(−1)jhzSzj (5.46)
このとき、交替磁場は空間反転対称性や他の Haldane量子相を保護する対称性 (時間反転対称性、
dihedral group等)を破壊する場となることに注意する。Fig. 5.2(c)は hz = 0.001Jでの反周期境界
条件におけるエンタングルメントスペクトラムの振る舞いを示す。図からも明らかであるように、
微小な場 hz にもかかわらず、縮退構造が大きく変わることがわかる。特に、hz = 0で現れた不連
続なスペクトラムの変化は、hz を増やすことより消失することがわかる。この結果は Haldane相
が対称性の破れにより量子相を区別していた Parity量子数が ill-definedとなる結果であり、その
結果、量子相間の連続的なスペクトラム構造の変化を見ることができる。またこのとき、励起は
ギャップを閉じることなく変化する。ここで得られた結果は交替磁場中の Haldane相の不在であ
り、論文 [101]と整合する。
エンタングルメントスペクトラムの縮退
本節ではエンタングルメントスペクトラムの具体的な縮退の詳細について議論しよう。先に述べ
たように、今の系では δ = 0.2, 0.55付近で相転移することに注意する。Fig. 5.3は S = 2のエンタ
ングルメントスペクトラムの部分系のスピン Sz
A
に対する依存性を示す。反周期境界条件 (APBC)
に着目すれば、δ = 0.4では全てのスペクトラムが２重縮退し、δ = 0.0, 0.6では一部のスペクトラ
ムが２重縮退を持たないことがわかる。この違いは基底状態のもつ Parityの違いを反映する。実
際に、２重縮退をもつ δ = 0.4では (3, 1)-VBS相となり、それ以外の δ = 0, 0.6は (2, 2)-VBS相、
(4, 0)-VBS相に対応する。この場合、前者では Parityが奇となり、後者は Parityが偶となる。すな
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Fig. 5.3.: S = 2反強磁性 Heisenberg鎖におけるエンタングルメントスペクトラムの部分系のスピ
ン量子数 Sz
A
との関係性、(左パネル)反周期境界条件、(中パネル)周期境界条件。いずれ
の計算も L = 50に対して計算した。また上、中、下のパネルはそれぞれ δ = 0.0, 0.4, 0.6
の場合であり、Fig (5.2)よりそれぞれ (2, 2),(3, 1),(4, 0)タイプのVBS相に対応する。右パ
ネルはそれぞれの境界条件に対するエンタングルメントスペクトラムのサイズ外挿の結
果である。
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わち、これらの結果から先述の反周期境界条件の２重縮退性の議論が矛盾なく成立することがわ
かる。次に周期境界条件について考えよう。この場合には反周期境界条件とは異なり、全てのパ
ラメータ領域で SAが良い量子数となる。この結果は系が SU(2)対称性を持ち、波動関数の全スピ
ンが Stot = 0となることを反映する。
次に、反周期境界条件及び周期境界条件におけるエンタングルメントスペクトラムの主要項「low-
lying states」に着目する。図からも明らかであるように、エンタングルメントスペクトラムの主要
項とそうでない部分は「ギャップ」を隔てて分けられることがわかる。先に述べたように、主要
項を構成するスペクトラムの本数は表面状態の縮退度に関連する。次に、主要項が２つの表面ス
ピン S = n/2,m/2によって構成される場合を考える。系が SU(2)対称性を持つとき、表面スピン
状態は合成スピンの直和として書くことができる。
3 ⊗ 3 = 1 ⊕ 3 ⊕ 5, 4 ⊗ 2 = 3 ⊕ 5, 5 ⊗ 1 = 5.
今、周期境界条件で現れるスペクトラム構造に着目すれば、完全な (n + 1)(m + 1)重縮退を持たな
い。これは相関長に対して系のサイズがあまり大きくないため、表面状態の自由なスピンが量子
力学的な干渉効果により、縮退を解く結果を反映する。この結果、反周期境界条件とは異なり、周
期境界条件のエンタングルメントスペクトラムには２重縮退構造が現れない。
以下では、この点について明らかにするために、エンタングルメントスペクトラムのサイズ外
挿を行う。ここでは、δ = 0.0, 0.4, 0.6に対して、エンタングルメントスペクトラムの多項式外挿
ξ(L) = a+ b/L + c/L2 + d/L3を考えよう。この結果からも明らかであるように、サイズ無限大の極
限ではどちらの境界条件も数値誤差の範囲で一致することがわかる。これは、境界条件の違いが
熱力学極限の下でエンタングルメントスペクトラムに現れないことを示す結果であり、両者の波
動関数が局所的に等価であることを反映する。言い換えれば、反周期境界条件における SU(2)対
称性の不在は熱力学極限の元では局所的には見えなくなり、周期境界条件において見ることがで
きないトポロジカル自明性と非自明性の違いが熱力学極限の下で現れることが分かる。ここで与
えた議論は厳密な VBS状態を用いても同様に確かめることができることに注意する。
また、これまでは S = 2の場合について議論したが、S = 3も同様のスペクトラム構造を得るこ
とができる。Fig. 5.4は S = 3のエンタングルメントスペクトラムに対する部分系のスピン Sz
A
依存
性を示す。しかしこの場合には、S = 2とは異なり、エンタングルメントスペクトラムはギャップ
を隔てた分離をすることができない。これはスピン S = 3を持つ系では、相関長が系のサイズに対
して十分に大きいという結果を反映する。しかしながら、S = 3の場合であっても縮退構造に関し
ては同様の議論が可能であり、周期境界条件では SAが well-definedとなり、反周期境界条件では
相転移によってエンタングルメントスペクトラムの縮退性が相のトポロジカル非自明性 (パリティ
量子数)を反映して、多段階的に変化することが分かる。
5.1.4. 一般のスピン Sを持つ反強磁性ハイゼンベルグ鎖に対する数値解析
相転移点の決定
本節ではDMRGによる計算を行い、ボンド交替のあるスピン鎖の相構造を明らかにしよう。そこ
で以下では S = 1, 2, 3の場合について考える。Fig. ??は、S = 1, 2, 3でのスピンギャップ ∆spin、セ
ントラルチャージ c∗(L)、ストリング秩序変数Ozstringのボンド交替 δ依存性を示す。ただし、この
ときストリング秩序変数及びスピンギャップは以下で定義する。
Ozstring(| j − k | = L/2) =
〈
Szj exp
©­«ipi
k−1∑
l=j
Sz
l
ª®¬Szk
〉
(5.47)
∆spin = |E0,APBC(0,+) − E0,APBC(0,−)| (5.48)
ただし、En,APBC(M, P)は磁気量子数 M = ∑j Szj 及び反転パリティ Pを持つ、n番目に小さい状態
のエネルギーであるとする。以下の計算では、スピンギャップの計算では反周期境界条件を用い
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Fig. 5.4.: S = 3反強磁性 Heisenberg鎖におけるエンタングルメントスペクトラムの分系のスピン
量子数 Sz
A
との関係性。左から δ = 0.0, 0.3, 0.6, 0.8の結果を示す。また上 (下)のパネルは
反周期境界条件 (周期境界条件)の結果を示す。Fig (5.2)からも明らかであるように図の
量子相は左から (3, 3),(4, 2) ,(5, 1),(6, 0)タイプの VBS相に対応する。
Fig. 5.5.: S = 1, 2, 3の反強磁性Heisenberg鎖のボンド交替 δに対する各種物理量の依存性。上のパ
ネルは反周期境界条件を用いて定義されたスピンギャップ ∆spinを計算したものであり、
それぞれ (a) S = 1,L = 80, (b) S = 2,L = 50, (c) S = 3,L = 40の場合に対応する。また真ん
中のパネルは central charge c∗(L)、下のパネルはストリング秩序変数Ozstring の計算結果
である。これらの計算では周期境界条件を用いて計算を行った。図からも明らかである
ように、central chargeの peakはスピンギャップの閉じる点に一致し、このことはギャッ
プを閉じる相転移が Gaussian転移と対応することを意味する。
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ることにし、セントラルチャージ及びストリング秩序変数の計算では周期境界条件を用いること
に注意する。ところで、ボンド交替のある反強磁性スピン鎖の半古典近似は通常の反強磁性スピ
ン鎖と同様にO(3)NLSMによって記述できることが知られている。特にこの場合にはΘ項の大き
さは、Θ = 2piS(1− δ)となり、δが −1から 1に変わる間に 2S回相転移が起こることが知られてい
る。特に、相転移点付近でのこの模型は SU(2)対称性を持った Tomonaga-Luttinger液体によって
記述可能であることが知られており、セントラルチャージ c = 1を持つ共形場理論として記述可
能であることが知られている。Fig. 5.6を見れば分かるように、S = 1を持つ我々の結果はセント
ラルチャージ c = 1と定量的に一致していることを見ることができる。また、スピンギャップに
注目すれば、セントラルチャージのピーク c∗(L)とギャップが閉じる点は厳密に一致する。また、
準位交差から相転移点を決定すれば、S = 1(L = 80)では δ = 0.25995となることが分かる。この
結果は、量子モンテカルロ法 (QMC)で得られた結果と正確に一致する [97]。同様に、S = 2, 3で
も相転移点は先行研究と厳密に一致することを確かめることができる [97]。本研究で得られたス
ピン S = 1/2, 1, · · · , 4をもつスピン系の相転移点の詳細は 5.1にまとめる。また、δ = 0でのスピ
ンギャップ (Haldaneギャップ)の大きさに着目しよう。我々の計算によれば、スピンギャップは
∆S=1 = 0.401479Jとなることがわかった。ここではサイズ外挿は行なっていないが、結果はQMCで
得られた。∆S=1 = 0.41048(6)Jや最近のDMRG計算で得られた∆S=1 = 0.41047924(4)Jと正確に一
致することが分かる [100, 101]。同様に S = 2, 3では、それぞれ∆S=2 = 0.88653J, ∆S=3 = 0.009763J
となり先行研究の QMCの結果 ∆S=2 = 0.8917(4)J,∆S=3 = 0.01002(3)J と定量的に一致することが
分かる [101]。また、S = 2, 3でもセントラルチャージのピークの位置はスピンギャップの閉じる
位置と一致することが分かる。しかし、S = 2, 3の場合には相関長の大きさが系のサイズに対して
大きいので、セントラルチャージの大きさは c = 1とならないことに注意する。(サイズ外挿を行
えば、1に近づくことを確認することができる。)
次にストリング秩序変数について説明する。今の系では格子は２サイトの並進対称性を持つた
め、Ozstring(| j − k | = L/2)はサイト j,k の位置に依存する。5.6では j = even,k = oddの場合を考え
ることにした。図からも明らかであるように、S = 1をのぞいてストリング秩序変数は系のサイズ
Lに対して、とても遅い収束性を持つことが分かる。この結果からも示唆されるように、スピン S
が大きい系 (特に相関長が大きい系)では系のサイズが相関長に対して十分に大きく取れないため
ストリング秩序変数の決定性はあまり良くないことが分かる。そのため、本研究では、ストリン
グ秩序変数のサイズ外挿を考察した。このとき、我々は外挿関数として以下の関数を仮定した。
Ozstring(L/2) a + b exp(−L/λ)/Lγ (5.49)
ただしこのとき λ,γは正定数であるとする。この計算では S = 1では L = 38, 50.62, 74、S = 2で
は L = 28, 38, 50, 62、S = 3では L = 38, 50, 62, 74に対する最小二乗法により係数を決定した。その
結果、少なくとも S = 1, 2に関しては外挿されたストリング秩序変数変化する点はスピンギャップ
から計算された相転移点と整合することが分かる。また (2, 2)-type VBS(S = 2 Haldane相)では厳
密にストリング秩序変数が消失することが分かる。この結果は [27]と整合する。
Single-ion anisotropyの効果
最後にボンド交替のあるスピン鎖に対するシングル・イオン異方性の効果の議論を行うことにす
る。本章の始めに議論してきたように、この異方性はVBS相を破壊し、トポロジカル自明な large-D
相、ギャップレスなXY相を導入する効果となっている。したがって、この模型では、異なるVBS
相の間には Gaussian相転移をもち、ギャップフルな VBS相とギャップレスな XY相の間に BKT
相転移 [108, 109]が起こることが知られている。このような相転移を記述する際にもレベルスペク
トロスコピーの議論は有効であり、前者の相転移では ∆spin、後者の相転移では以下で定義される
ギャップ：
∆BKT = E0,PBC(2) −min(E0,APBC(0,+), E0,APBC(0,−)) (5.50)
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Fig. 5.6.: (a) S <= 4のボンド交替のある反強磁性 Heisenberg鎖に対して計算された相転移点のス
ピン Sに対する依存性。このとき、実線は今回計算した値に対応し、破線はO(3)非線形
シグマ模型から計算される相転移点を示す。(b) 計算された相転移点と O(3)非線形シグ
マ模型から計算される相転移点の差を取ったもの。
Transition points δc δ¯c Previous studies
S = 1, (1,1)-(2,0) 0.25995(3) 0.500 0.25997(3)
S = 2, (2,2)-(3,1) 0.1831(0) 0.250 0.1866(7)
S = 2, (3,1)-(4,0) 0.5491(7) 0.750 0.5500(1)
S = 3, (3,3)-(4,2) 0.137(7) 0.167 -
S = 3, (4,2)-(5,1) 0.416(0) 0.500 -
S = 3, (5,1)-(6,0) 0.695(8) 0.833 -
S = 4, (4,4)-(5,3) 0.108(8) 0.125 -
S = 4, (5,3)-(6,2) 0.327(8) 0.375 -
S = 4, (6,2)-(7,1) 0.551(4) 0.625 -
S = 4, (7,1)-(8,0) 0.778(7) 0.875 -
S = 3/2, (2,1)-(3,0) 0.4310(3) 0.667 0.43131(7)
S = 5/2, (3,2)-(4,1) 0.316(5) 0.400 -
S = 5/2, (4,1)-(5,0) 0.633(7) 0.800 -
S = 7/2, (4,3)-(5,2) 0.243(6) 0.286 -
S = 7/2, (5,2)-(6,1) 0.492(7) 0.571 -
S = 7/2, (6,1)-(7,0) 0.742(7) 0.857 -
Table 5.1.:整数スピン S および半整数スピン S に対してボンド交替のある Heisenberg 鎖に対し
て計算された相転移点。またこのとき L → ∞への外挿として、多項式外挿 δc(L) =
δc(∞) + A/L2 + B/L4を用いた。相転移点 δ¯c は O(3) NLSMに対して計算される相転移
点。また twisted order parameterを用いて計算された量子モンテカルロ法 [97]との計算
結果の比較を行った。
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を評価することにより相転移の評価が可能となる [32]。このとき、En,PBC(M)は周期境界条件の場
合に磁化 M をもつ n番目に低いエネルギーであるとする。またここで定義したギャップは ∆BKT
は ∆BKT < 0となるとき、XY相が安定化し、∆BKT > 0となるとき、VBS相が安定化ものとする。
まず、上で定義したギャップを用いてボンド交替を持たない場合 δ = 0についてシングル・イオ
ン異方性に伴う BKT転移について議論しよう。この BKTについては S = 2については様々な計
算によってその計算結果が知られている。これら結果については Fig. 5.7(d)にまとめておくことに
する。特に最近研究された inifite-DMRGの計算では (2, 2) − XY , XY − (4, 0)の相転移点がそれぞれ
Dc/J = 0.045 ± 0.002及び、Dc/J = 2.42 ± 0.05で与えられることがわかった [98]。今回、我々が
行なったレベルスペクトロスコピーとDMRGを組み合わせた計算では (2, 2) − XY 及び XY − (4, 0)
に対して、それぞれ Dc/J = 0.0474(5)および 2.3897(6)の結果を得た。特に、今回の我々が行なっ
た計算ではサイズ Lに対して相転移が極めて早い収束性を示すことがわかった。したがって、レベ
ルスペクトロスコピーとDMRGを用いた計算手法は収束性の観点からも非常に有用であり、相転
移を極めて高精度に決定可能であることが分かる。しかし、S = 3の場合のように相関長が極めて
長い場合には、Dc が小さいことからあまり高精度な相転移点の決定は望めないことがわかった。
次に S = 2の場合について、ボンド交替 δ及びシングル・イオン異方性 Dを持つ場合の相図を
議論しよう。この計算では相転移点はそれほどずれないので。L = 26の場合について議論を行っ
た。ところで先ほど議論したように、(2, 0)-dimer相と large-D 相は互いに連続的に接続可能とな
ることが知られている。Fig. 5.8からも明らかであるように、(4, 0)-VBS相と large-D相は互いに連
続的に接続可能であることが分かる。一方で、S = 2の相図は広い領域が XY 相によって覆われて
しまう。このため、(2, 2)相と large-D相の連続変形性はXY相により見ることができない。近年、
[42]では、我々の模型に D4
∑
j(Szj )4を加えた拡張模型が厳密対角化によって調べられた。この結
果によれば、D4が有限な模型では XY 相が抑制されることにより、XY 相と (2, 2)-VBS相とが連続
的に接続可能であることが明らかにされている。また、そこでは我々の用いた模型と同じ相図が
より広いパラメータ領域で得られている。今回、我々はより大きな系を用いたが、相図の定性的
な部分は本質的に変わらないことが明らかとなった。
5.1.5. まとめ
本研究では、ボンド交替のある Heisenberg反強磁性鎖を用いて、エンタングルメントスペクトラ
ムに現れる境界条件依存性をトポロジカルな観点と具体的な数値計算により議論した。我々は、一
般的にトポロジカル相の分類で用いられる行列積表現を用いられる、対称操作の射影表現を議論
することにより、ボンド交替スピン鎖の単位胞となる２サイトの並進対称性と一般に Haldane量
子相を保護するボンド反転対称性 Pを仮定することにより系が４つの量子相に分類されることを
明らかにした。またこの結果は、一次元スピン鎖上の (m, n)-type VBS相を系統的に分類すること
を示した。さらに、z軸周りの pi回転対称性 Rz を合わせて考察することにより、反周期境界条件
をもつ系においてトポロジカル量子相がトポロジカル普遍量となるパリティ量子数によって分類
可能であることを明らかにした。また、この議論はこれまで厳密なVBS状態を用いて議論されて
きたものであるが、本研究はその従来の議論とトポロジカルな量子数との関係性を行列積状態の
観点から示した。
また、エンタングルメントスペクトラムの縮退構造に対する境界依存性を議論するため、それ
ぞれの境界条件に対応した状態のもつ対称性に着目した。特に、反周期境界条件ではトポロジカ
ル量子数となるパリティ量子数の偶奇性がエンタングルメントスペクトラムに２重縮退性に重要
であることを示した。特に、パリティ奇となるトポロジカル非自明相ではエンタングルメントス
ペクトラムに２重縮退が現れることをDMRGを用いた数値解析により示した。さらに、熱力学極
限を考察することにより、周期境界条件で現れなかった２重縮退と反周期境界条件で現れなかっ
たスピンの回転対称性による縮退がエンタングルメントスペクトラムの中では回復するような振
る舞いが現れること数値的に示した。また本研究ではシングルイオン異方性のスピン鎖への効果
を計算した。レベルスペクトロスコピーと DMRGを用いた計算では、従来の DMRGや iDMRG、
厳密対角化の計算を超えて高精度な相図の決定が可能であることを示した。
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Fig. 5.7.: S = 2, 3 反強磁性 Heisenbergスピン鎖に対する Berezinskii-Kosterlitz-Thouless転移点 Dc
のサイズ依存性。(a)[(c)]はそれぞれ (2, 2),[(3, 3)]-type VBS相から面内反強磁性相 (XY)
への相転移の結果であり、(b)は面内反強磁性相 (XY)から large-D相と同値な (4, 0)-type
VBS相への相転移の結果を示す。(d)では先行研究である iDMRG,LS+ED,およびDMRG
との比較を行った [32, 98, 105, 106]。
Fig. 5.8.:ボンド交替 δおよび容易軸シングル・イオン異方性 Dをもつ S = 2反強磁性 Heisenberg
スピン鎖の相図。(2, 2),(3, 1),(4, 0)-type VBS相の相境界は励起エネルギー ∆EH ,∆OH の準
位交差より決定し、面内反強磁性相 (XY)の領域は励起エネルギー ∆XY が他の ∆EH , ∆OH
となる点から決定した。このとき、系のサイズとして L = 26を用いた。
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総括
本論文では「対称性によって保護された強相関トポロジカル量子相に関する理論的研究」という
テーマで強相関電子系におけるトポロジカル絶縁相や Haldane相に関して、各種数値計算手法や
解析的手法を用いた研究を行った。
第２章ではトポロジカル量子相の基礎理論として、トポロジカル絶縁体の研究背景と Haldane
相の研究背景についてまとめた。トポロジカル絶縁体の議論ではスピンHall伝導度の導出を行い、
その物理的な意義とその量子化の幾何学的な意味づけについて議論を行った。また具体的な模型
を例にあげてバンド構造とBerry接続の振る舞いについて議論した。またHaldane相の議論では理
論の基礎付けとして具体的な行列積状態や Schwinger-Boson表現を用いて、一般のVBS相の導出
を行い、Haldane相に特徴的な物性であるエッジ状態やストリング秩序変数や Berry位相等の性質
を具体的な計算から明らかにした。また厳密な波動関数に対して反周期境界条件を考察し、パリ
ティ量子数のトポロジカル量子相での意味づけを行った。また今後の理論の基礎となる、一般の
行列積状態を用いた量子相の分類を Haldane量子相を例に実際に行い、最近の発展を含め議論し
た。また量子エンタングルメントを具体例を取り上げて議論した。
第 3章では本研究で用いられる変分クラスター近似の導出を行った。特に、自己エネルギー汎関
数理論の基礎づけとなる Luttinger-Ward汎関数を経路積分により導出し、スケルトンダイアグラム
による摂動論的な意味づけだけでなく、Potthoffによる非摂動論的な意味づけについても細かく議
論した。また変分クラスター近似の導出では、Green関数の性質を用いた計算方法の最適化や各種
物理量の計算方法、クラスター摂動論を用いた一粒子スペクトラムの計算方法について議論した。
第 4章ではトポロジカル絶縁体に対する電子相関効果の議論を行った。特に、BHZ模型及び
Kane-Mele模型を対象としてHubbard相互作用により導入される電子相関効果について議論した。
この研究では主として、トポロジカル絶縁相と反強磁性相との共存性に着目し、空間的な電子相
関効果の取り扱いが可能となる変分クラスター近似 (VCA)を用いて、基底状態に現れる共存相の
性質を明らかにした。その結果、我々の計算は動的平均場近似で計算された共存相への 1次相転
移とは異なり、転移が連続相転移となることを明らかにした。特にこの研究では、空間的な相関
効果が重要であり、変分クラスター近似としてそれを取り込むことによって、反強磁性秩序化に
対して重要な影響を与えることがわかった。また、トポロジカル絶縁相が反強磁性と共存するた
めには、秩序相が持つ対称性が問題となる。そこでトポロジカル絶縁体に対して、磁気異方性を
導入できる模型として、スピン自由度に質量インバランスを持つ Kane-Mele模型の考察を行なっ
た。一般に質量インバランスとは冷却原子光格子系において質量の異なる原子種を導入した場合
に対応し、十分に電子相関が強い領域では容易軸方向の磁気異方性を作ることが知られている。こ
の研究では、質量インバランスによって対象とする磁気秩序相の異方性を変えることによってト
ポロジカル絶縁相の共存性が回復するかどうかという観点について議論した。しかし、実際に変
分クラスター近似を用いて計算した結果、磁気秩序化よりも先にスピン選択的なトポロジカル相
転移が電子相関によって駆動されることがわかった。しかし、その結果により発現したトポロジ
カル絶縁相は表面にカイラルな表面状態を保つ量子 Hall絶縁相となっており、容易軸方向の磁気
秩序化に対して、安定な共存相を形成する一方で、面内方向の反強磁性相に対しては、1次相転移
を示すことが数値的に示された。すなわち、スピン選択的なトポロジカル相転移が起こることに
よって２次の面内反強磁性転移が 1次の面内反強磁性相転移に変わるようなトポロジカル量子相
を起源とした３重臨界点の存在を明らかにした。
第５章ではボンド交替をもつ反強磁性Heisenberg鎖において現れるダイマー化VBS相のトポロ
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ジカルな性質に関して研究を行った。まず始めに我々は level spectroscopyを大規模な量子多体系
を取り扱うことのできる密度行列繰り込み群に適用し、異なるVBS相の相境界を高精度で決定し
た。またこのとき、励起ギャップの大きさに関しても先行研究と一致することを確認した。また、
エンタングルメントエントロピーを用いた central chargeの計算やストリング秩序変数の計算を同
時に行い、臨界点付近のGaussian転移の性質やトポロジカルな性質についても数値的に明らかに
した。またボンド交替に加えて容易軸シングル・イオン異方性についても議論を行い、S = 2にお
ける相図を決定した。またこのとき、S = 1の場合と同様に large-D相と (4, 0)タイプ VBS相間の
断熱変形を明らかにするとともに、S = 1とは異なり、相図の大部分が面内の反強磁性相 (XY)に
よって覆われてしまうことを明らかにした。またこのような先行研究との対応関係を明らかにす
るだけでなく、本研究では新たにエンタングルメントスペクトラムに対する境界条件に対する議
論を行った。境界条件としては境界で位相を捻った境界条件であり、位相 0は周期境界条件、位相
piは反周期境界条件に対応する。今回我々は、反周期境界条件では有限系であっても　トポロジカ
ル非自明相においてそれらを特徴づける２重縮退が現れることを数値的に明らかにした。そこで
我々は対称性によるエンタングルメントスペクトラムの縮退性に関する議論を行い、周期境界条
件ではスピンの SU(2)対称性、反周期境界条件では空間反転パリティが縮退構造に重要な役割を
果たすことを突き止めた。また行列積状態を用いた SPT相の分類を行うことにより、反周期境界
条件における空間反転パリティがトポロジカル不変量と同値であることを確かめた。したがって
我々は、反周期境界条件におけるパリティ量子数がトポロジカル不変量と同値であるだけでなく、
それらがエンタングルメントスペクトラムにおける２重縮退を導くという一連を理論的に明らか
にしたことになる。
本研究は主として強相関系におけるトポロジカル量子相の性質について主として (i)トポロジカ
ル絶縁体に対する強相関効果と (ii)電子系の強相関系として現れる量子スピン系の SPT相という
２つの課題に対して、数値計算手法と解析的な手法を合わせて議論を行なった。
(i)の議論では主として変分クラスター近似を用いて、Green関数を用いてトポロジカル量子相
の振る舞いを議論した。この手法は特に相互作用の強い電子系におけるトポロジカル物性を議論
する上で有力な計算手法となる。特に、この計算手法はスピン軌道相互作用や電子間相互作用が
重要な寄与をもつ 5d遷移金属酸化物の物性を調べる上で応用可能となる。
(ii)本研究で定式化されたパリティ量子数やエンタングルメントスペクトルの議論は一般に様々
な SPT相に対しても適用可能なものとなっている。これまでパリティ量子数は level spectroscopy
の手法として Haldane相やスピンラダー上の VBS相を数値的に議論する目的で議論されてきた。
今回、我々が定式化した手法はその意味において様々な SPT相への適用性を示唆するものとなっ
ており、様々 SPT相の数値計算による同定を容易にできる可能性を持つ。また、従来から知られ
てきたエンタングルメントスペクトラムの２重縮退を対称性によって保護されるパリティ量子数
Z2という観点から有限系の計算により明らかにした。今回定式化した手法は従来から知られてい
た理論の別解釈を与えるものとなっており、数値計算手法を行う上で様々な応用可能性を持って
いる。特に、高次元系への拡張が可能であるならば、高次元系での SPT相の分類や理解を行うで
の手がかりとなるかもしれない。
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Appendix A
一般の捻れた境界条件に対するVBS相の解析
A.1. 一般化VBS相の各種物理量の計算
A.1.1. 一般化 VBS相の行列積表現
本節では一般化VBS状態に対して具体的な数値計算を行う。まず一般の捻れた境界条件に対して
以下で書くことにする。
A.1.2. エンタングルメントスペクトラム
次に行列積状態で波動関数が与えられた場合についてエンタングルメントスペクトラムの計算を
行うことにする。まず行列積状態を以下で定義する。
|ψ〉 =Tr[Aλ1Aλ2 · · · AλN ] |λ1, λ2, · · · , λN 〉
=
∑
αβ
|αβ〉A |αβ〉B (A.1)
次に。〈α′β′ |αβ〉a (a = A, B)に関して特異値分解を以下で与える。
dAτ δττ′ =
∑
αα′
∑
ββ′
〈
α′β′
αβ〉
A
Xαβ,τX∗α′β′,τ′ (A.2)
dBη δηη′ =
∑
αα′
∑
ββ′
〈
α′β′
αβ〉
B
Yαβ,ηY ∗α′β′,η′ (A.3)
このとき、〈α′β′ |αβ〉Aは以下で書ける。〈
α′β′
αβ〉
A
= (
∑
λ1
Aλ1αα2A
λ1∗
α′α′2
)(
∑
λ2
Aλ2α2α3A
λ2∗
α′2α
′
3
) · · · (
∑
λN
AλNαN βA
λN ∗
α′N β′
) (A.4)
≡
(∏
j∈A
G
)
αα′,ββ′
(A.5)
この時、Gは転送行列であるとする。同様に 〈α′β′ |αβ〉Bは以下で書ける。〈
α′β′
αβ〉
B
=
(∏
j∈B
G
)
ββ′,αα′
(A.6)
従って、行列積状態は正規直交な部分系の波動関数を用いて以下のように書ける。
|Ψ〉 =
∑
τη
√
dAτ dBη
(∑
αβ
X∗αβ,τY
∗
αβ,η
)
|φτ〉A |ψη〉B (A.7)
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特に、〈α′β′ |αβ〉aは部分系 A,Bで等しければ簡単に書くことができて次式が得られる。
|Ψ〉 =
∑
τ
dτ |φτ〉A |φτ〉B (A.8)
したがって、エンタングルメントエントロピーは定義より以下で書くことができる。
ρA =
∑
τ
dτ2 |φτ〉 〈φτ | , SA =
∑
τ
dτ2 log dτ2 (A.9)
A.1.3. ねじれ境界条件に対するエンタングルメントスペクトラム
以下では今回行った研究に即して、(2, 2)-VBS相、(3, 1)-VBS相、(4, 0)-VBS相に対して、一般のね
じれ境界条件を課したときの位相 Φ (0 ≤ Φ ≤ 2pi)に対するエンタングルメントスペクトラムの依
存性の計算結果をまとめることにする。ただし、厳密なVBS状態を用いた場合、相関長は小さい
ため、L = 10, 12, 14の場合についてかく。また、系のサイズ Lを大きく取りすぎてしまうとエンタ
ングルメントスペクトラムの位相依存性はほとんど見えなくなる。この結果からも明らかである
ようにエンタングルメントスペクトラムの反周期境界条件と周期境界条件は連続的な経路によっ
て繋がっていることが分かる。またトポロジカル非自明相に対応する (3, 1)-VBS相では反周期境
界条件に置いて全てのスペクトラムが縮退することが分かる。
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N= 12
0 1 2 3 4 5 6
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1.10
1.15
N= 14
Fig. A.1.: (2, 2)-VBS相に対するエンタングルメントスペクトラム。左右の図はそれぞれは L = 12 =
4n,L = 14 = 4n + 2の場合を示す。
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Fig. A.2.: (3, 1)-VBS相に対するエンタングルメントスペクトラム。左右の図はそれぞれは L = 10 =
4n + 2,L = 12 = 4nの場合を示す。
86
A一般の捻れた境界条件に対する VBS相の解析
0 1 2 3 4 5 6
0.75
0.80
0.85
0.90
N= 10
0 1 2 3 4 5 6
0.10
0.05
0.00
0.05
0.10
N= 12
Fig. A.3.: (4, 0)-VBS相に対するエンタングルメントスペクトラム。左右の図はそれぞれは L = 10 =
4n + 2,L = 12 = 4nの場合を示す。
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